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Konigsberg’in Yedi Koprusu

Graflarla ilgili calismalar ilk olarak Isvigreli matematikgi Leunard Euler’in 1736 yilinda
Konigsberg'teki yedi koprunun her birini bir kez kullanarak baslanilan noktaya
gelinemeyeceéini ispatlamasiyla baslad.
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oprulerin ve ayirdikiari Kopru probleminin
Konlsberg §ehr| bolgelerin basitlestirilmis graf hali
ve koprduleri hali

A, B,C, D noktalarindan birinden baslayarak butun yollardan bir kez gegmek sartiyla
7= elimizi kaldirmadan basladigimiz noktaya gelebilir miyiz?
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Graflar (Cizgeler)

Graflar bir dugiim kiimesi V ve bir baglar kiimesi (ayrit, kenar, edge) E olusan (V, E)
ikilileridir.

={A,B,C,D} - Diglimler kiimesi

\@“ E ={{A,C},{A, D},{D,B}} — Baglar kiimesi

A —E) V=1{AB,CD,E} > Dugtimler kiimesi
©
B ® E ={{A C},{A, B}, {A, D}, {4 E}{D,B}} —Baglar kiimesi
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Graflar (Cizgeler)

Graflari genel olarak ikiye ayiririz: yonsuz (undirected) graflar ve yonlu (directed) graflar.
Yonsuz graf formal olarak su sekilde ifade edilir.
Yonsuz Graf

Bir yonsuz graf ¢ = (V, E) ikilisidir; oyleki V dugumlerin bostan farkh bir kiimesidir ve
E c {{u, vi:u,v € V} kiimelerinden olusan baglantilar kiimesidir.

Yonlu Graf

Bir yonlu graf G = (V, E) ikilisidir, oyleki V dugumlerin bostan farkh bir kumesidir ve E S
{(u.v) : u,v € V}ikililerinden olusan baglantilar kiimesidir.

or. Yonsuz graf: Facebook arkadaslig or.Yonlu graf: Twitter/Instagram takiplesmesi




Basit Graflar

Yonlu yada yonsuz olsun biz genel olarak ‘basit graflar’ ile ilgilenecegiz. Basit graf, paralel
baglar yada kendine donen baglar icermeyen graflardir.

Paralel Bag Kendine Donen Bag (Self-Loop Edges)
S N / (¢
yonsuz graf yonlu graf yonsuz graf yonlu graf

or.Asagidaki durumlarda paralel ve kendine donen baglarin bir anlam ifade edip
etmeyecegine karar veriniz.

i. Facebook arkadasligi: dugumler kisiler, arakadaslik durumunda kisiler arasi bag olusur.

ii. Bir havayolu sirketinin ugus agi: dugumler havaalanlari, baglar havaalanlarini bagialayan
direkt uguslar.

iii. Bir universitedeki email agi: dugumler kisiler, bir kisi birine mail durumunda bir mail
atmasi durumunda bu iki kisi arasinda bag olusur.
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Bazi Onemli Tanimlar

Yonsuz bir grafta e = {u, v} bagimiz olsun:
W

Bitis noktasi

u ve v; e baginin bitis noktalaridir (endpoints).
Komsu

u ve v komsudur (adjacent, neighbor) deriz.
Komsuluk

Bir dugumun komsulugu komsu oldugu dugumlerin kumesidir.
Bir u € V*ninn komsulugu: {v € V: {u,v} € E}
Derece

Bir dugumun sahip oldugu komsu sayisina o dugumun derecesi denir; ayni zamanda bu
komsuluk kiimesinin eleman sayisidir.
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or.

@ E ©—

L C’nin komsulari neleredir?
ii. Hangi dugumlerin derecesi 1’dir?
iii. Hangi dugumun derecesi en yuksektir?

iv. Hem B’nin hem de E’nin komsulugunda olan dugumler hangileridir?

Cevap:
i C’nin komsular:: {B, E}
i. AD,F, H.

iii. En yuksek dereceye sahip dugumler 3’er komsusu olan E ve B’dir.
iv. {A,C,E}n{B,C,F}=C.
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Graflarin Veri Yapilari Olarak Gosterimi

Simdiye kadar graflari gorsel sekiller olarak gorduk. Fakat graflari bilgisayar ortamina
aktarmak icin bazi veri yapilarina ihtiya¢ duyariz. Bu veri yapilarindan bekledigimiz bize iki
sorunun cevabini hizlica verebilmeleridir:

1. A’min komsulari nelerdir?
Z. B ve C bagh midir?

Graflar bilgisayar ortaminda genellikle iki sekilde gosterilir: komsu listesi ve komsu matrisi.
Komsu Listesi (Adjacency List)

Komsu listesi basit¢ce dugumlerin komsularinin liste olarak yazilmasidir.

Al 4HBl—{CI—D}E

B JA—|D

C " Al—| DI~ E

D JE IBl—CL~E

E __.E_.C 1




Not: Komsu listesi Pyhton’daki dict (dictionary) listesi ile kolayca gosterilebilir.
Onceki 6rnek icin:

G=dict([('A',['B','C"','D", 'E']),('B ['A','D"]
(‘D',['A",'B",'C','E"]), ("E',['A",'C',"E"] )]
ornegin A'nin komsularini ¢agirmak istiyorsak

>>G[ 'A" ]

>['B','C','D",'E"]

g, ("C'L,["A, DY, TET]D,

Komsu Matrisi (Adjacency Matrix)

G = (V, E) grafi icin komsu matrisi [V| X |V| bir binary matristir; oyleki bu matrisin
{. satirinin j. sutununun 1 olabilmesi icin i. dugum ile j. dugumun bagl olmasi gerekir.

12
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Komsu Matrisi (Adjacency Matrix)

ST N VN
—_ = = = O
©S R O O F|
_ R O O RN
=R N N
© R R O |y

Kom§u Matrisinin Ozellikleri

* Yonsuz bir graftan elde edilmisse simetrik bir matristir. (i,j) elemani (j, 1) elemanina
esittir.

* Basit graftan elde edilmissse (yani kendine donen baga ve parelel baga izin
verilmemissse) diagonal uzeri elemanlar 0O olur.

13
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Kom§u Listesi Vs Komg.u Matrisi

Graflari veri yapilarilari olarak gosterirken iki amacimiz vard:
|. istenilen dugumun komsularini getirmek

2. Dbelirli iki dugum arasinda bag var mi diye kontrol etmek.

A’nin komsulari kolayca getirilibelir. A ile B arasinda bag oldugu kolayca gorulebilir.

[
RN
|
S

y | A \B ¢ D E
41 0 @ 1 1 1
B S AlL—ID
B | 1 0 0 1 0
¢ 1A—D—E cl 1 o o 1 1
D| +—+A|—{B—CI—~E p|l1 1 1 0 1
E --E Cl—iD E | 1 0 1 1 0
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Graflar Arasi Ili§|<i

Es Yapili Graflar (Graph Isomorphism)
Es yapili graflar aslinda ayni graflardir; fakat dugumlerin yerleri farklidir.

or. Asagidaki iki graf es yapilidir (izomorfiktir). 1 yerine A, 2 yerine D, 3 yerine C, 4 yerine
F, 5 yerine B ve 6 yerine E dusunlurse soldaki graftaki tim baglarin sagda da oldugu
gorulur.

N || A W N -
| ™| | ol O >
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Es Yapili Graflar (Graph Isomorphism)

or. Asagidaki graflardan hangileri es yapilidir?

Cozum.
| ve 2 numarali graflar es yapilidir.
A B C D E F G H I J

1 2 3 4 5 0 7 9 6 5
3 nolu graf | ve 2 ile es yapili degildir. Cunku ornegin S dugumunun derecesi 5'tir; fakat

| ve 2 nolu graflarda 5 dereceli dugum bulunmaz.
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Alt Graf (Subgraph)

Var olan bir grafin bazi dugumlerini ve baglarini silerek alt graflar elde edebiliriz.

Matematiksel olarak

G = (V, E) bir graf olsun. Bu grafin bir alt grafi G' = (V',E") icin V'S V ve E'C E olur.

or.

grafinin baz alt graflar::

D
g &% ¢ ¢
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Bazi Ozel Graflar

Bazi uygulama alanlari ozel graflar gerektirirler. Bunlar tam, iki pargali, duzenli ve
duzlemsel graflardir.

|. Tam Graf (Klik) (Complete Graph)

Kisaca tam graf, her dugumun her dugumle baglantili oldugu graftir.

3,5,8 ve |16 dugumlu tam graflar sirasiyla su sekildedir:

or. Bir partide herkesin birbiriyle el sikismasi.
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2. |ki Parcali Graf (Bipartite Graph)

lki parcali graf, iki pargaya ayrildiginda her bagin bir bitis noktasinin bir parcada diger bitis
noktasinin diger paragada olabilen graf turudur.

or.Asagidaki graf bir iki parcah graftir. Digumler {4, E} ve {B, C, D, F'} seklinde ikiye

@
bagin bitis noktalarinin biri {4, E}'de @
digeri {B, C, D, F }de olur. @ d (p

Birinci parcadaki  jkinci parcadaki
dugumler digumler

19

ayrilirsa
; ) (H—-+—B)
@ Bu graf iki parcali graftir. b
< Dugumler {4,E} ve {B,C,D, F} @
G — | olarak iki parcaya ayrilirsa her bir C @
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Iki Parcali Graf (Bipartite Graph)
Asagidaki graflarin hepsi iki parcalidir.

1

2

@
(B

1.graf {C} ve {4, D, B} seklinde ikiye ayrilabilir.
2.graf {C} ve {4, D, B} seklinde ikiye ayrilabilir.
3.graf {B, C} ve {4, D} seklinde ikiye ayrilabilir.
4.graf {B,C} ve {4, D} seklinde ikiye ayrilabilir.
(1.ve 2. graf es yapilidir; 3. ve 4. graf es yapilidir)
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Iki Parcali Graf (Bipartite Graph)

Asagidaki graflarin da iki pargal oldugu kolayva gorilebilir.

i\‘&‘ 075
V%

&' g
RS

\
\

or. Ogrenciler ve aldiklari derslerden olusmus bir graf iki pargali olur. Cunku her bir bag
bir ogrenci ve bir dersten olusmustur; ve ogrenci dugumleri bir parcada ve ders dugumleri

diger paragada olacak sekilde iki paragaya bolunebilir.

or.Yukaridaki ornege benzer sekilde kisiler ve ¢alistiklari kurumlardan olusan bir graf ve

evli ciftlerden olusmus bir graf da (erkekler bir par¢ada kadinlar diger parc¢ada) iki pargali
__ birer grafur.

21

Ayrik Matematik P> Hafta | | P> Graflar ve Agaglar - |



Duzenli Graf (Regular Graph)

Eger bir graftaki dugumlerin dereceleri ayniysa (her dugum esit sayida baglantiya sahip ise)
bu grafa duzenli (regular graf) denir.

or. Asagida gosterilen G = (V,E) grafiicin V = {A,B,C,D,E} ve

E = {{A, C}{A,D},{B,E},{B,D},{C,E} } dir ve her dugumiin iki bagi vardir (dereceleri 2
dir)

or. 10 takimlik bir turnuvada her takim iki mac yapsin. Burada takimlar dugumleri, iki
takimin arasinda mac yapilmasi baglari olusturduguu dusunulurse oratay cikan graf duzenli

graf olur.

Ayrik Matematik P> Hafta | | P> Graflar ve Agaglar - |



Duzenli Graf (Regular Graph)

Not: Tam graflar, duzenli graflarin ozel bir durumudur. Gercekten, tam graflarda her dugum
kendi haric graftaki diger butun dugumlerle bagi vardir. O halde her dugumun derecesi ayni

olur, bu derece |V| — 1 dir.

Ornek olarak asagidaki tam graf 7 diigimden olusur ve her digimun 6 bagi vardir.
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Duzlemsel Graf (Planar Graph)

Duzlemsel graf, baglari birbirini kesmeyecek sekilde bir duzlem uzerinde gizilebilen graf
turudur.
or.
(4) (E) Bu graf diizlemsel bir graftir. &
\/ Gercekten, eger E dugumu asagi
<> ’

3 G @ cekilrse, baglar birbiririni E @
) kesmeyecek hale getirilir.
or.

Not:www.planarity.net adresinde verilen graflari duzlemsel hale getirme oyunu
oynayabilirisiniz.
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