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Kanit (Ispat) (Proof)
Kanit : Bir iddianin gergcek oldugunu ortaya koyan ikna edici savdir (argumandir).

Burada ikna okuyucunuzun/dinleyicinizin kim olduguna gore degisir.Yani kimin igin ispat
yaptigimiz onemlidir. Buna gore galismamizi detaylandiririz.

or.n ve k pozitif tamsayi ve 2 < k < n olsun. Bu durumda n! + 1 sayisi, k sayisina tam
olarak bolunmez.

Kanit I:n!=1-2+--- -k -----n tamsayisi k’ya tam olarak bolunur. n’den sonra gelen
k’ya tam olarak bolunen ilk tam say1 n! + k'dir. k = 2 olduguicinn! <nl+1<n!+k
olur. Su halde n! + 1 sayisi, k sayisina tam olarak bolunmez.

n+1 n!' 1 12 Keen 1 1 1
Kanit 2;— = — 4+ — = +-=m+-. (m €Z") =kalan olur,n! + 1 sayisi,
k kK ) K o )% 4

k sayisina tam olarak bolunmez
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Kanitlar bilgisayar bilimlerinde neden gereklidir?

Kanitlar olasi buglari onlemeye yardimci olur.Yazdiginiz bir algoritmanin gercekten
istediginiz gibi ¢alistigini anlamaniz ve anlatmamiz igin bu algoritmanin galistigini ve ¢alisma

suresini kanitlamaniz gerekir. or jet motoru

Bir algoritmanin digerinden ustunlugunu (komplekslik ve dogruluk bakimindan)
gosterebilmek icin yine kanitlara ihtiyacimiz vardir.

Yada ¢ozmeye calistigimiz bir problemin ¢ozulemez oldugunu gostermek icin kanita
ihtiyacimiz vardir.

Algoritmalar formal matematiksel ifadelerdir, dolayisiyla kesin, belirisiz olmamasi gerekir.
Bu kesinlik kanitlarla saglanir-
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Kanitlama Teknikleri

Kanitlama teknikleri genel olarak |. Direkt Kanitlama, 2. Karsitters (contrapositive) ile
Kanitlama 3. Olmayana Ergi Yontemi ile Kanitlama (Zithkla Kanitlama)

|. Direkt Kanit

Bir onermeyi direkt kanitlamak istiyorsak bilinen gercek ve verilerden faydalanip surekli
cikarim yaparak yeni gercekler elde ederiz ve sonuca variriz.

or. Bir n poizitif tamsayinin 4’e tam bolunebilmesi icin son iki basamaginin 4’e
bolunebilmesi gerekir.

Direkt Kanit: n sayisini basamaklarina ayiralim (n = byb b, ... by):
n = by + 10b; + 100b, + ---+ 10%b,,

Esitligin her iki tarafini 4’e bolelim:
n/4 = (bg+10b;)/4 + 25b, + -+ 25 - 10%“~2b, (*)
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n’in 4’e tam bolunebilmesi demek 1/4’un tam sayi olmasi demektir.

(*) esitliginde, esitligin sag tarafinin tam sayi olabilmesi icin (bg+10b;)/4 Un tam sayi
olmasi gerekir (cunku kalan terimler zaten tam sayi), bu ise by+10b’in yani n sayisinin
son iki basamaginin 4’e tam bolunebilir olmasini gerektir. =

Not |:Kanitta kullandigimiz n € Z¥, genel (generic) bir elemandir. Pozitif tam say1 olmasi
disinda n ile ilgili hi¢ bir varsayim yapilmamistir. Bdylece n icin gegerli olan kanitimiz Z* ‘nin
butun elemanlari icin de gecerli olur.

Not 2: Bu ispati yaparken kullandigimiz gercekler:
i) mM’in e tam bolunebilmesi n/4’un tam say1 olmasi anlamina gelir.

iI) a bir tamsayi iken x + a’nin bir tamsayi olabilmesi icin x de bir tam sayi olmalidir.

\ }
|

ispat yaparken bilinen gercekleri kullanarak yeni gercekler uretiyoruz!
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@) bilinen gercek

Direkt kaniti p = g formundaki onermeleri kanitlarkende kullaniriz. Burada p’nin dogru
oldugunu varsayip q'nun dogru olduguna ulasirsak kaniti tamamlamis oluruz.

(Hatirlarsak p dogru iken p = g’nun dogru olmasi icin g dogru olmak zorundaydi, cunku
p dogru iken g yanlissa p = g yanlis olur).

or. x ve y iki rasyonel sayi olsun. Bu durumda xy de rasyonel sayi olur.
(x,y €EQ = xy€ Q)

Kanit: x,y € Q dogru olsun. Bu durumda vardir ny, n,, d, ve d,, tamsayilari oyleki d, ve

. e n n n n n,n
d, 0 dan farklidir ve x = =%,y = —%. Bu durumda xy=—-—*.-> = —=
dy A dy'dy,  dydy

olur; oyleki NyNy,

d,d, tamsayi ve d,d, 0’dan farklidir (cunku hem d,, hemde d,, 0 dan farkli). Sonuc
olarak xy de rasyonel sayi olur. U

n
(x,y €Q = 3In,,n,d,#0,d,#0€Z 9x=ﬂ,y=—y=>xy— =>xy €Q
Y

ortaya cikan gercekler sonug

NyMy




2. Karsitters (contrapositive) ile Kanitlama
p = q formundaki onermeleri ispatlarken bazen p = g ya mantiksal olarak denk olan

~q = ~p vyi kanitlamak daha kolaydir. Eger ~q = —p yi kanitlarsak p = q’yu da kanitlamis
oluruz.

or.x,y € R olsun.Eger |x| + |y| # |x + y| ise xy < 0.

Kanit:

p=|x|+|y| # |x + y| ve g = xy < 0 olsun.p = q ya denk olan ~q = ~p nin dogru
oldugunu kanitlayacagiz.

Su halde ~q = ~p : xy = 0= |x|+|y] =|x+ yl

xy = 0 dogru oldugunu varsayalim. iki durum vardir.

. durum:x >0vey >0.0Ohalde |[x+y|=x+7vy=|x|+|y| olur.

2. durum:x <0vey<0.Ohalde |[x+y|=—(x+y)=(—x)+(—y) =|x| + |yl

_lki durumda da ~q = ~p dir. O halde p = q olur. O
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or. Bir tamsayinin ¢ift olmasi icin gerek ve yeter sart sayinin karesinin gift olmasidir.
(n € Z, ncift © n?cift)

Kanit;
—

n cift = n? ¢ift oldugunu gosterecegiz. n cift ise vardir k € Z dyleki n = 2k.Bu
durumda n? = (2k)?= 4k? = 2(2k?). 2k? = [ olsun. Bu bir tamsayidir. O halde n? = 2I

olup n? cifttir.
(ncift >n =2k,k€ Z>n* =4k? =2Q2k?) > n? =2I,1 = 2k? € Z> n?cift)
—

n? ¢ift = n cift oldugunu gosterecegiz. Bunu karsitters ile gosterelim: n tek = n? tek.

ntek >n=2k+1,k€ Z=n?=4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1. Sonuc olarak
vardir bir | = 2k? + 2k € Z oyleki n? = 21 + 1. O halde n® tektir.n tek = n? tek
oldugunu ispatlamis olduk. Bu ise n? ¢cift = n c¢ift olmasina denktir. [

Ayrik Matematik P> Hafta 4 P> Kanit ve Tiimevarim |



3. Olmayana Ergi Yontemi (OEY) (Zitlikla Kanitlama)

Bir p onermesini kanitlamaya calisirken bazen bu onermenin tersinin (zittinin) dogru
oldugunu varsayariz. Eger bu varsayim elimizdeki gerceklerle ¢elisirse onermenin tersinin
yanhs oldugu boylece onermenin kendinin dogru oldugunu gostermis oluruz.

(Kisaca OEY’de onermenin tersini kabul ettigimizde bir geliski bulmamiz gerekir).

(Tersi yanhssa kendi dogrudur)

or. q: asal sayilar sonsuzdur onermesini OEY ile kanitlayalim. Bu onermenin tersi

~q: asal sayilar sonludur onermesi dogru olsun. O halde bir p,,, asal sayisi vardir oyleki bu
asal say1 en buyuk asal sayidir.

k=2X3X:Xpg, + 1 seklinde bir tamsayi olusturalim. Kendinden ve 1 den baska tam
sayl boleni olmadigindan bu sayi da asaldir; ustelik bu say1 p,,,’den buyuktur. Bu ise p,,, en
buyuk asal sayidir gergegi ile ¢gelisir. Sonug olarak ~q yanlistir, ¢ dogrudur. O
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or. q: V2 irrasyoneldir nermesini OEY ile kanitlayalim.

~@q:/2 rasyoneldir dnermesini dogru kabul edelim. Su halde, ortak bolenleri olmayan

2
a,b # 0 tam sayilari vardir dyleki V2 = % .Buradan 2 = Z—Z olur ki a? = 2b?% bu a*’nin

cift olduguna, dolayisiyla a’nin cift oldugu anlamina gelir.

a cift ise vardir k € Z oyleki a = 2k. a® = 4k? olur. Buradan 4k? = 2b%; b* = 2k? ift,
dolayisiyla b cift olur.

Buldugumuz a ve b nin cift olmasi durumu, a ve b nin ortak bolenleri olmamasi durumuyla

celisir. Sonuc olarak~q: V2 rasyoneldir dnermesini dogru kabul ettigimizde bir celiski
bulduk. O zaman g dogru olur. O
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Varliksal Onermelerin Kanitlanmasi

Icinde varliksal niteleyici (3) varsa, bu onermenin dogru oldugunu ispatlamak icin tek bir
ornek icin onermenin dogru oldugunu ispatlamak yeterlidir.

(Evrensel olanda genel (generic) bir ornek uzerinden ispat yapiyorduk)

or. Iki asal sayinin toplami olarak iki farkli sekilde yazilan bir tam sayi vardir.
Az e€eZ:z=m+n ANz=k+1,{imn}+{k 1} cP)

Kanit: 10 € Z tamsayisi, 5 + 5 ve 3 + 7 seklinde iki asal sayinin toplami olarak iki farkli
sekilde yazilabilir. Bu da onermeyi ispatlamak icin yeterlidir. O

or.r ve s iki tamsayi olsun. Su halde 22r + 18s = 2k esitligini saglayan bir k tamsayisi

vardir.
Kanit: 22r + 18s = 2k ise 11r + 9r = k dir. 7 ve s yi 1 alalim. Bu durumda
k = 20 olur ve bir tamsayidir. L]
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Evrensel Onermelerin Ciiritiilmesi
V x €5 : P(x) gibi bir onermeyi clritmek icin S’nin P(x) dogru olmadigi (~P(x)’in
dogru oldugu) bir elamanini bulmamiz yeterlidir.

(Aslinda boyle yaparak V x € S : P(x) onermesinin tersi olan 3 x € S : ~P(x) onermsini
ispatlamis oluyoruz, boylece tersi dogru oldugundan V x € S : P(x) yanlis olur).

or. Dunya kupasini kazanan her takim kuzey yarimkuredendir.

Onermenin formal haliV d € D : kuzeyYarimkiiredendir(d) (D dinya kupasini
kazanan takimlar kumesi). Fakat vardir Brezilya € D oyleki

~kuzeyYarimkiredendir(Brezilya). Tersi dogru oldugu icin onerme yanlistir.

orVa,b ERa*=b*=>a=0»

(Kareleri esit olan reel sayilar biribirine esittir).

a = 1,b = —1 reel sayilarini alalim. Bu sayilarin kareleri birbirine esittir: a’? =1 = b?,

fakat a # b.

(Not Hatirlarsak p = g onermesi p dogru q yanlis oldugunda yanlisti. Ornekte a* =
2aliyoruz yani p dogru; fakat a # b buluyoruz yani q yanlis. Boyelce p = q yanlis)
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* 1. basamaga cikiliyor

 Her ne zaman bir basamaga
cikilirsa bir sonraki basamaga
da cikilir.

Soru: k. merdivene de cikilir mi?
(k=1) (k=1)

* 1. domino duser
* her ne zaman bir domino d'L'|§erse ondan
bir sonraki domino da duser.

Soru: k. domino da duser mi?

14
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Matematikel tumevarim bir kanit yontemidir ve altta yatan mantik domino ornegindekine
benzerdir.

O’'dan yada herhangi bir pozitif tam sayidan baslayarak tum tamsayilar icin gegerli
onermeleri kanitlarken tumervarimla kanit yapariz.

Tumevarimla Kanit
Vn € Z*°: P(x) onermesinin timevarimla kanitlarken asagidaki iki durumu kanitlariz:

|. temel durum (base case) P(0)
2. tumevarimsal durum (inductive case) hern = 1,P(n — 1) = P(n)

or. Negatif olmayan her tamsayi n (V n € Z2%) i¢in: Y1, 2t = 2+ — 1,

temel durum: n = 0 icin P(0) ispatlayalim.Y;_, 2! = 20 = 1.
n = 0 igin 2™ — 1 = 1 olup esitligin sag ve sol tarafi birbirine esittir.

15
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Timevarimsal durum: P(n — 1) dogru olsun. Su halde };/=, L2t =2m—1,

Bu esitligin her iki tarafina 2™ ekleyelim.

QM4 YAt =2 — 142 Y 20=2.2" -1 Y 2t =2"t1 1,
Boylece P(n) dogru olur.

or.0+1+:--4+n — nntl)

(n € Z3°) esitligini ispatlayalim.

Oncelikle bu esitligi V n € Z>° sahip oldugu bir ozellik olarak yazalim:

n(n+ 1)
2

n’nin sahip oldugu P ozelligi: P(n): Yi-

temel durum:n = 0 icin 0= % = 0 olup P(0) dogrudur.

n—1(n)
2

n—1(n) 4+ = n-n+2n _ n(n+1)
2 2

timevarimsal durum: P(n — 1) dogruolsun:0 + 1+ ---+n—1 =

Esitligin iki tarafina n ekleyelm:0+1+--+n—-1+n=

Boylece P(n) dogru olur.
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Tumevarimsal durumu su sekilde de kanitlayabiliriz.

. -1 - __ n-1(n) __n(n+1)
Yol = Digi+n= ——tn=—

P(n) neden dogru olmak zorunda!?

|. Temel durumdan dolayi P(0)’in dogru oldugunu biliyoruz. Tiimevarimsal durumdan dolayi
elimizde n = 1,P(n—1) = P(n) var.n = 1 igin P(0) = P(1)

P(0) ve P(0) = P(1) onermeleri dogru. Su halde P(1)’de dogru (Modus Ponens’ten oturu)
(Modus Ponens:p A(p=>q) > q)

2. P(1) dogru.Tumevarimsal durumdan P(1) = P(2) dogru. Modus Ponens’ten P(2) dogru.
3. P(2) dogru.Tumevarimsal durumdan P(2) = P(3) dogru. Modus Ponens’ten P(3) dogru.

Bu sirayla devam ederek ileride herhangi bir n icin P(n) dogru olur.

(n. domino tasi devrilir; n. basamaga cikilir!)

L)
S
5 )
= =
= =
lo <
1974
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Tumevarim ile Algoritmalari Kiyaslamak

Diyelimki bir problem icin iki algoritma gelistirdik. n elemanli bir S kumesi icin, birinci
algoritma bu kumenin 2" tane alt kiimesini inceleyerek (tarayarak) bir cozum uretiyor; ikinci
algoritma ise bu kumenin n? tane alt kumesini inceliyor. Bu iki algoritmadan genel olarak
hangisi daha hizlidir?

Ik birka¢ n degeri icin 2™ ve n

n 2 | n?
0 1 0
1 2 1
2 4 4
3 3 9
4 16 16
5 32 25
6 64 36

2 nin aldigi degerler:

, N >4 densonra 2™ > n?

18
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Gortiiluyor ki n > 4 den sonra 2™ > n?. Bunu tiimevarimla ispatlayalim.
n = 4 icin P(n) ozelligi 2™ > n? olsun.
temel durum.n = 4 icin 2™ = 16 = n? olup ozellik saglanir.

tiimevarimsal durum. P(n — 1) dogru olsun. Bu durumda 2" 1 > (n — 1)? olur.

P(n) nin dogru oldugunu gosterelim.
"=2-2"122-(n—-1)°

=2n? —4n+2

=n?+ Mm% —-4n)+2

>n*+0+2

> n?
Boylece 2™ > n? oldugu gosterilmis olur. Buna gore n? alt kiimeyi inceleyen algoritma daha
hizlidir diyebiliriz. O

Not.Yukaridaki esitsizlikte n = 4 oldugundan n* > 4n, yani (n* — 4n) > 0 bilgisini kullandik.
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Tumevarim ile Algoritmanin Dogrulugunu Kanitlamak
Tumevarim ile bir algoritmanin dogrulugunu da kanitlayabiliriz.

or. Soyle bir rekursif bir algoritmamiz olsun. Bu algoritma girilen bir sayinin faktoriyelini bulur.
faktor (n) :

1. 1f n=1 {

return 1 }

2
3. else
4

. return n-faktor(n-1)

Tumevarimla bu algoritmanin faktoriyeli dogru hesapladigini kanitlayalim.

P(n) ozelligi faktor (n)=n! (yani algoritmanin n icin faktoriyeli dogru hesaplamasi)
temel durum:n = 1 icin faktor (1) =1 = 1! (alg. |.satirindan dolayi) P(1) dogru.
tumevarimsal durum: P(n — 1) dogru olsun. Bu durumda faktor (n-1)=(n — 1)!

20
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faktor (n)=n-faktor (n-1) (alg.in 4.satirindan dolayi)
=n-(n—1)!=n!
Su halde P(n) dogru olur. U

Guglu Tumevarim (Strong Induction)
Buraya kadar tiimevarimla ispat yaparken P(0) ve P(n — 1) = P(n) (n € Z*!) dogru
olduklarini varsayarak ispat yaptik.

Fakat daha onceden de gordugumuz gibi P(0) ve P(n — 1) = P(n) (n € Z*1) dogru
oldugunu varsayarsak P(0), P(1),P(2),P(3), ..., P(n — 1) onermelerinin tamami dogru olur.

Iste gliclii timevarimda P(0), P(1), P(2),P(3), ..., P(n — 1) 6nermelerinin tamaminin
dogru oldugunu varsayarak P(n)’nin dogru oldugunu gosterecegiz.
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Guclu Tumevarimla Kanit

Vn € Z*°: P(x) onermesinin giicli timevarimla kanitlarken asagidaki iki durumu kanitlariz:
|. temel durum (base case) P(0)

2. timevarimsal durum (inductive case) hern > 1,[P(0) AP(1) A---AP(n—1)] = P(n)

Not |:Dikkat edin [P(0) AP(1) A---AP(n — 1)] dogru kabul ediyoruz. Bunun dogru
olabilmesi icin P(0), P(1), ..., P(n — 1) énermelerinin tamami dogru olmak zorundadir.

Not 2 . Guglu tumevarim aslinda normal tumevarima denktir: Guglu tumevarimla
kanitlayabildigimiz her seyi normal timevarimla; normal timevarimla kanitlayabildigimiz her
seyi guglu tumevarimla da kanitlayabiliriz!

Not 3: Genel olarak guclu tumevarimla kanit yapmak normal tumevarima gore daha kolaydir.
Ozellile tumevarimsal durumun kaniti guglu tumevarimda daha kolaydir.

22
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or. Teorem: 1’den buyuk her tamsayi bir asal sayiya bolunebilir.
Bu teoremi guglu tumevarimla kanitlayalim.
Bunun icin oncelikle V n € Z*! icin P(n) ozelligini tanimlayalim:
P(n) :n bir asal sayiya boliinebilir.
temel durum: n = 2 igin; n, 2 asal sayisina boliinebilir. P(2) dogrudur.

tiumevarimsal durum:n > 2 icin P(2), P(3), ..., P(n — 1) dogru olsun. By, 2,3, ..., (n — 1)
tamsayilarinin bir asal sayiya bolunebildigi anlamina gelir.

P(n) dogrulugunu kanitlamak icin 2 durumu goz onune alacagiz.
1. n asal ise n’nin bir asal boleni vardir, kendisidir.

2. m asal degilse n sayisinin = a - b (a, b € Z*') seklinde yazabiliriz. Burada a ve b
tamsayilari 2 ile (n — 1) arasindadir. (2 <a<n-—1,2<b <n—1). Tumevarimsal
hipotezden P(a) ve P(b) dogrudur. O halde a ve b nin asal bolenleri vardir. Bunlar p, ve

p, olsun.a =p; -mveb =p, -1 (m,l € Z*!) seklinde yazabiliriz.
n=a-b=p;-m-p,- L olurkinnin p; ve p, gibi asal bolenleri olur. P(n) dogru olur. O
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or. Teorem: Her positif tamsayi ikilik tabanda gosterilebilir.
Bu teoremi guclu tumevarimla ispatlayalim.
Oncelikle V. € Z* icin P(n) ozelligini tanimlayalim:
P(n) :n ikilik tabanda gosterilebilir.
n sayisini ikilik tabanda gosterebilmek n =c¢, - 2" +¢,_; - 2" 1+ -4+ ¢, - 22+ ¢, - 2 + ¢
seklinde yazabilmek demektir, cunku bu durumda n = ¢,.¢;_; ... c;¢1 ¢, olur.
Burada ¢,- 1 olmak zorundadir, diger ¢,_1, ¢,.C;-_5, ..., C5, €1, Co 0 yada 1 olabilir.
temel durum:n = 1 icinr = 0 ve ¢y = 1 alirsak 1 = 1, seklinde yazabiliriz. P(1) dogru olur.

tumevarimsal durum: P(1), ..., P(n — 1) hepsi dogru olsun. Bu durumda n’den kucuk her
pozitif tamsayi ikilik tabanda gosterilebilir.

n’nin teklik ciftlik durumuna gore P(n) nin dogrulugunu iki durumda ispatlayacagiz.
n ciftse:n/2 den kucuk bir tam sayidir. O halde ikilik tabanda yazilabilir:
nf2=c--2"+-+c,-2+cy(c, =1,¢c4_4,...,c1,¢co €1{0,1})
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Esitligin her iki tarafini 2 ile carparsak

n=c. 2"+ 40 224+¢y-2(c, = 1,644, ...,¢1,¢o € {0,1})

bu, 7’nin ikilik tabanda yazilabilecegi anlamina gelir.

n tekse n — 1 cifttir, (n — 1) /2 tamsayidir ve ikilik tabanda yazilabilir:
mn—1)/2=c¢c-2"+4+c;-2+c¢cy (¢, =1,¢4_1,...,c1,co €EL{0,1})
Her iki tarafi 2 ile carparsak:

n—1=c¢ - 2™+ +¢;-22+¢cy-2(c, =1,¢_1, ...,c1, ¢ €{0,1})
n=c 2™+t 224¢cy-2+1(c, =1,¢p_1, ...,c1, ¢ €{0,1})
bu, n’nin ikilik tabanda yazilabilecegi anlamina gelir.

Boylece iki durumda da n’nin ikilik tabanda yazilabilecegini gosterdik.
P(n) dogru olur.
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