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Bagimsiz ve Bagimh Olaylar

A ve B iki olay olsun. Eger, A’nin olmasi yada olmamasi B’nin olmasi hakkinda bize bir bilgi
veriyorsa A ve B olaylari (birbirine) bagimlidir denir. Bir baska ifadeyle A ve
B (birbirleriyle) ilintili (correlated) denir.

Eger A’nin olmasi yada olmamasi B’nin olma olasiligini etkilemiyorsa A ve B olaylari
(birbirinden) bagimizdir denir. Bir baska ifadeyle A ve B (birbirleriyle) ilintisiz
(uncorrelated) denir.

Formal olarak A ve B olaylarinin bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart:
P[A N B| = P|A] - P|B]

(Yani bu olaylarinin ikisinin birden olma olasiligi, ayri ayri olma olasiliklarinin carpimi
olmalidir)
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Bagimsiz ve Bagimh Olaylar
or. A olay bir kisinin gift numarali bir ayda dogma olay. Olasilik P[{2,4,6,8,10,12}] = %
B olay: bir kisinin tUge bolunebilir numarali bir ayda dogma olayi. Olasilik P[{3,6,9,12}] = %

Bu iki olay birbirinden bagimsizdir.
P[AnB] = P[{6,12}] == =~ = P[A] - P[B]

olup A ve B olaylari birbirinden bagimsizdir.

or. Duzgun karilmis bir desteden bir kart segiliyor. Bu kartin kupa as olma olasiligi nedir?

As olma olay1 P[{Ade A®, AW, A i Olas'l'k:% = 1_13

Kupa olma olay1 P[{AY,29, ..., K ¥}]. OIaS|I|I<:;—2 =

1 1 1
Kupa as olma olay1 P[A ¥]. Olasilik T

Kupa ve as olma birbirinden bagimsiz olaylardir.

1
4
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Bagimsiz ve Bagimh Olaylar

ornek uzay, A = 0.2 B = C =
0.5
olaylari verilsin. Bu durumda P(4) = 0.2, P(B) = 0.5 ve P(C) = 0.5 olur.
0.2 A N B,bu alanin alan1 0.2 - 0.5 = 0.1 = P(A) - P(B) oldugundan
A ve B olaylari bagimsizdir.
0.5

— A N C,bu alanin alani P(4) - P(C) = 0.5 0.5 = 0.25 den farkl
oldugundan A ve C olaylari bagimhdir.
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Bagimsiz ve Bagimh Olaylar

or.Duzgun bir zar atilsin. Zarin

i. tek gelme olayinin olasihg1 P[{1,3,5}] = 0.5

ii. asal gelme olayinin olashig P[{2,3,5}] = 0.5

tek ve asal gelme olayinin olashg P[{1,3,5} N {2,3,5}] = P[{3,5}] = 0.33

Kesisimin olasiligi olan 0.33; P[{1,3,5}] - P[{2,3,5}] = 0.5- 0.5 = 0.25"ten farkl
oldugundan birinci ve ikinci olaylar bagimli olaylardir.

or. Bir iskambil destesinden ¢ekilen bir kartin

i. kupa gelme olayinin olasiligi P[{AY,29. ..., K ¥}] = 0.25

ii. maca gelme olayinin olashigi P[{A ®2B K M =0.25

kupa ve maca gelme olayinin olashigi P[@] = 0.

Kesisimin olashg), P[{AN,2 ¥ .., K W}] - P[{A®, 28, . K®}] = 0.25-0.25 = 0.0625

den farkli oldugundan olaylar bagimlidir.
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Pozitif Korele ve Negatif Korele Olaylar

A ve B iki olay olsun. Eger
P|[ANB] > P|A] - P|B]

oluyorsa,yani birlikte olma olasiliklari ayri ayri olma olasiliklarindan fazla ise, A ve
B olaylarina pozitif korele (positively correlated) olaylar denir.

(Birinin olma olasilig1 digerinin olma olasiligini artiriyor)

Tersine eger,
P[A N B] < P|A] - P|B]

oluyorsa,yani birlikte olma olasiliklari ayri ayri olma olasiliklarindan daha az ise, A ve B
olaylarina negatif korele (negatively correlated) olaylar denir.

(Birinin olma olasiligi digerinin olma olasiligini dusuruyor)
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Pozitif Korele ve Negatif Korele Olaylar

or. Sezar sifrelemesinde her bir harf belirli miktarda kaydirilir. Ornegin kaydirma miktarini
3 aldigimizda her harf kendinden sonra gelen 3. harfle yer degistirir. Bunu genelesstirirsek
her harf farkli miktarlarda kaydirilmis olur. Boylece ortaya ¢ikan yeni alfabe A,B,C, ....
harflerinin yeni bir siralamasi (permutasyon) olur.

Harfleri bu sekilde rastgele siralarsak

‘D’ herfinin yerinde kalmasi (5.sirada) olasiligi ne olur?

2. °‘E’ harflerinin yerlerinde kalmasi ne olur?
3. ‘D’ ve ‘F’ harflerinin yerlerinde kalmasi ne olur?
P[D] = 1-2827--1 _ 28! _ 1 . P[E] = 1-28-27-+1 _ 28! _ 1
29-28-++1 29! 29 29-28-++1 29! 29
P[D N E] = 11271 _ 270 _ 1
29-28--+1 29! 29:28
P|D N E] > P|D] - P|E] oldugu igin |.ve 2. olaylar pozitif koreledir.Yani D harfinin yerinde

kalmasi, E harfinin yerinde kalmasi olasiligini artirir.
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Pozitif Korele ve Negatif Korele Olaylar

or. PYTHON, MATLAB, JAVA, JUPYTER,PASCAL, PROLOG kelimlerinden biri rastgele segiliyor.
Secilen kelimede

i. ‘A’ harfi gorme olasiligi nedir?
ii. ‘P’ gorme olasiligi nedir?
iii. ‘A’ ve ‘P’ harflerini birlikte gorme olasiligl nedir?

3
P|[{MATLAB,JAVA,PASCAL}] = A

N

P[{PYTHON, JUPYTER, PASCAL, PROLOG}] =
P [{1MATLAB, JAVA,PASCALY N {JUPYTER, PYTHON, PASCAL, PROL

S

G}] = P[{PASCAL}]
"6
P[{PASCAL}] < P[{MATLAB,JAVA, PASCAL}] - P[{PYTHON,JUPYTER, PASCAL, PROLOG}]

oldugu icin i. ve ii. olaylar negatif koreledir. Bir baska deyisle A’nin gorulmesi P’nin gorulme
olasiligini dusurur.

(P’nin gorulmesi A’'nin gorulme olasihgini dusurdur. )
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Sarth Olasilik (Conditional Probability)

Daha once, A ve B olaylari bagimli ise, B oldugunda A’nin olma olasiligi, B olmadiginda
A’nin olma olasiligindan farkhdir demistik.

Simdi B oldugunda A’nin olasiliginin nasil degistigini sayisal olarak inceliyecegiz.
Sarth Olasilik

A ve B iki olay olsun. B varken A’nin olma olasiligi (B’nin olmasi sartiyla A’nin olasilig)

P[A N B]
P|B]

P[A|B] =

or. Bir zar atilsin. Zarin tek geldigi biliniyorsa zarin asal olma olasiligi nedir?
A olayi zarin tek gelmesi {1,3,5}.

B olayi zarin asal sayi gelmesi {2,3,5}.
P[{3,5}] 2/6 2
P[B|A] = = =

PI(135}] 3/6 3 -0°

10
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Sarth Olasilik (Conditional Probability)

Not: P|B] yani zarin asal olma olasihgi 0.5’tir. P[B|A] yani zarin tek oldugu bilinirken zarin
asal olma olasiligl 2/3=0.66dir.Yani zarin asal olma bilgisi olasiligl yukseltir, belirsizligi
dusurur!!

or. S

S ornek uzayi, ve A, B olaylari verilsin.
Varsayalimki A N B, B'nin %80’nini,
A'nin %15’ini olustursun. Bu durumda
P[A|B] = 0.8 ve P[B|A] = 0.15.

11
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or. Bozuk bir para 10 kez atilsin. Y en az 9 kez yazi gelme olay, 4 ilk atista yazi gelme
olayi, B ilk atista tura gelme olay, C ilk 3 atisin yazi gelme olay: olsun.

Bu durumda P|Y], P[Y|A], P|Y|B], P[Y|C] olasiliklarini hesaplayin.

Cozum.

Y’nin olmasi i¢in 10 atisin herhangi 9’un1u0n yazi ﬂ)mam yada tamaminin yazi olmasi gerekir.
(o) *(50)

PlY] = 210

~ 0.0107

Eger ilk atista yazi gelmisse geriye kalan 9 atistan en az 8'inin yazi gelmesi gerekir.Yani bu 9
atisin ya 8 tanesi yazi olacak; yada hepsi. Y N 4 kumesinin eleman sayisi (g) + (g) =

10 olur.

Yada acikga yazarsak Y N A kumesi:

{YYYYYYYYYY,YYYYYYYYYT,YYYYYYYYTY,YYYYYYYTYY,YYYYYYTYYY,
YYYYYTYYYY,YYYYTYYYYY,YYYTYYYYYY,YYYTYYYYYY,YTYYYYYYYY}
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P[Y N A] = ;T‘L olur ve P[A] = 1/2 dir.

Bu durumda
PlY N A] B 10/210

P[Y|A] = P - 12 ~ 0.019

Eger ilk atista tura gelmisse geriye kalan 9 atisin tamaminin yazi gelmesi gerekir. Y N B tek
elemanlidir: TYYYYYYYYY. Su halde P[Y n B] = 1/2° olur.

P[YnB] 1/210
P[Y|B] = PET - 12 ~ 0.001

Eger ilk 3 atis yazi gelmisse geriye kalan 7 atisin en az é’si yazi olmaldir. Y N € kimesinin
7

eleman sayisi (Z) + (7) = 8 olur.
PlYncC] g/210

P[Y|C] = PCT = 178 ~ 0.062
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Zincir Kurali

Pl|ANB
P[A|B] = I[D[B]]

Bu kurali genellestirelim:

idi. Buradan P[A N B] = P[A|B] - P[B] elde edilir.

A4, A,, ..., Ay olaylar olsun. Bu olaylarin tamaminin olma olasilig
P[A;NA, NN A]
= P[A{] - P]A;|Aq] - P[A3|A1 N Ay - ... - PlAR|A; N Ay NN A 4]

Bu kurala zincir kural denir.

or. Pokerde eldeki 5 kartin ayni tur (kupa, sinek,...) olmasina flush denir. Elimize kupa
flushin gelme olasihigl nedir?
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Zincir Kural

K; birinci kartin kupa gelme olayi,

K, ikinci kartin kupa gelme olay,

K; uguncu kartin kupa gelme olays,
K; dorduncu kartin kupa gelme olayi,
K, besinci kartin kupa gelme olayi,

olsun. Bu durumda aradigimiz olasihk P|K; N K, N K3 N K, N Kc]. Zincir kural geregi
= P[K;] - P|K;|K1] - P|K3|Ky N K,] - PK4|Ky N Ky N K3 - PIKs|Ky N Ky N K3 MKy

13 12 11 10 9
52 51 50 49 48

~ 0.00049
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Bayes Teoremi

P[A|B] = Pl[:gf] idi. Buaradan P[4 N B] = P[A|B] - P[B] elde edilir.
Ayni zamanda P[B|A] = PEDA[Qf] .Buradan P|[A N B] = P|B|A] - P[A] elde edilir.

Bulunan iki esitligi birbirine esitlersek
P|A|B] - P|B]| = P|B|A] - P[A]

olur. P[A|B] yalniz birakilirsa:

[B|A] - P[A]
P|B]

P[A|B] = £

olur. Bu teoreme Bayes teoremi denir.
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or. Bir klinikte yapilan kanser testi gergekte kanser olan hastalarin %98’inde pozitif olarak
sonug veriyor. Ayrica toplumdaki kisilerin 0.008’nin kanser oldugu ve bu testin 0.03
olasilikla pozitif sonug verdigi biliniyor. Bu durumda testi pozitif ¢ikan birinin gergcekte
kanser olma olasiligi nedir?

Cozum.

P

P
P
P

test pozitif |kanser]| =
kanser] = 0.008
test pozitif] = 0.03

kanser|test pozitif] =

0.98

Pltest pozitif |kanser] - P|[kanser| 0.98-0.008 09

P|test pozitif] 0.03

Sonug olarak test pozitif sonu¢ vermesine ragmen kisinin kanser olma olasiligi dusuktur.
Bu anlamda bu test icin basarisiz bir testtir diyebiliriz.
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Bayes teoreminin en onemli ozelligi bilgimizi guncellememizi saglamasidir. Onceki ornekte
kanser gorulme olasiligini normalde 0.008 olarak biliyoruz. Ama bize kisinin testini pozitif
ciktigi bilgisi verildiginde bu sonucu kullanarak kanser olma olasiligi ile ilgili bilgimizi
guncelleyebiliyoruz. Guncellerken edindigimiz yeni bilgiyi hesaba katabiliyoruz.

or. Bir kampusteki ogrencilerin 7%5’nin bilgisayar muhendisligi ogrencisi oldugu biliniyor.
Ayrica bilgisayar muhendisligi ogrencilerinin %50’sinin yurtta kaldigi ve kampusteki tum
ogrencilerin %10’unun yurtta kaldigi biliniyor. Buna gore yurtta kaldigi bilinen birinin
bilgisayar muhendisligi ogrencisi olmasi olasiligi nedir?

Cozum.
P|bilgisayar]| = 0.05, P[yurt|bilgisayar| = 0.5, P|yurt] = 0.1
Plyurt|bilgisayar] - P|bilgisayar] 0.5-0.05

P|bilgisayar|yurt] = Plyurt] 01 - 0.25

Eger kisinin yurtta kaldigi bilinmeseydi bu kisinin bilgisiyar muhendisligi ogrencisi olma olasiligi 0.05 olacaktu.
Fakat bu kisinin yurtta kaldigi bilgisini bilmemiz, bilgisayar muhendisligi ogrencisi olma olasiligini 0.25’e ¢ikard..



