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Giris

Saymanin basit kurallari ile bir¢ok karisik problem ¢oziilebilir:
-Turkiye’de mumkun olan tum telefon numaralari sayisi,

-bir sistemde uretilebilecek tum sifrelerin sayisi,

-bir yarisin kag farkli sekilde bitirilebileceginin sayisi,

-bir algoritmanin gorevini yapmasi icin gereken toplam adim sayisi.

- 600 milletvekilinin kac farkli sekilde secilebilecegi

Bunlara ek olarak, bilgisayar bilimlerindeki kaba kuvvet (brute force) algoritmalar bir
problemi ¢ozerken olabilecek butun ¢ozumleri inceler; bunlar igindeki en iyi ¢ozumu
ortaya ¢ikarir. Bu bolumde gorecegimiz sayma kurallarini bir problemde mumkun olan tum
cozumlerin sayisini hesaplarken kullanabilecegiz. Boylece verilen bir problemde kaba
kuvvet tipinde bir algoritma kullanmanin makul (feasible) olup olmadigina karar
verebilecegiz.
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Saymanin Kurallari

1. Toplama Kural

A ve B iki ayrik kume olsun (A N B = ®). Bu durumda A ve B kumelerinin birlesiminin
eleman sayisi:

|AU B| = |A| +B|
olur. Genellestirirsek:

Ay, Ay, ..., Ay, n tane ayrik kime olsun (yani herhangi ikisinin kesisimi bos kiime olsun). Bu
durumda bu kumelerinin birlesiminin eleman sayisi:
|[A; U A, U U Ay | = [Aq] + |4 + - + |4y

or. Bir siniftaki ogrencilerin 15’i Sivas’li, 10’u Kayseri’li ve 5’i Adana’lidir. Bu sinifta kag
ogrenci vardir?

Aq:Sivas’h ogrenciler kumesi, A,: Kayseri’li ogrenciler kumesi A;:Adana’li ogrenciler
kumesi olsun. Herhangi iki kiimenin kesisimi bos kiimedir.

Sivas’li, Kayseri’li ve Adana’li ogrencilerden meydana gelen sinifin mevcudu:
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or. Iki tane 1 iceren kag tane 5 bitlik dizi vardir? (10100, 00011, 01001,...)

Cozum: Bu diziler iki tane 1 icerecek. Bu dizilerdeki ikinci 1 bit, ikinci, G¢uncu, dorduncu
yada besinci pozisyonda (yerde) olabilir.

A, kumesi, ikinci 1 bitinin ikinci pozisyonda oldugu 5 bitlik dizilerin kumesi olsun. Eger
ikinci 1 biti ikinci pozisyonda ise, birinci 1 biti birinci pozisyondadir. Su halde bu kumenin
tek bir elemani vardir: 11000.

A, = {11000}

A3 kumesi, ikinci 1 bitinin ugcuncu pozisyonda oldugu 5 bitlik dizilerin kumesi olsun:

1

\/ ——
ikinci 1

birinci 1 bu iki yerden
birindedir

1 0 1 0 0 A0
- 3 un
0 1 1 0 0 elemanlari

—_
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A, kumesi, ikinci 1 bitinin dorduncu pozisyonda oldugu 5 bitlik dizilerin kumesi olsun:

1
\_Y_}
ikinci 1
birinci 1 bu u¢ yerden
birindedir
1 0 0 1 0 | |
0l 1] 0] 1] 0] L A4aun
elemanlari
0 0 1 1 0 | |

As kumesi, ikinci 1 bitinin besinci pozisyonda oldugu 5 bitlik dizilerin kumesi olsun. 45’in
eleman sayisi 4’tur.

Iki tane 1 iceren kag tane 5 bitlik dizi sayisi:
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2. Carpim Kurali

Birinci elemani A kumesinden, ikinci elemani B kumesinden alinarak olus;.turulan ikililerin
sayisi: |A| X |B] dir.

or.Yemek kumesi A = {kofte, doner,pide, lahmacun},

Icecek kiimesi B = {kola, fanta, ayran}
olsun. Bir yemek ve bir icecekten olusan menu kag farkh sekilde secilir?
Cozim:Yemek ve icecekten olusan ikililerin toplam sayisi: [A| X |[B] =4 X 3 = 12.

Genellestirirsek; A4, A, ..., A, n farkh kime olsun. Birinci elemani 4,’den, ikinci elemani
Aj’den,.... alinarak olusturulabilecek n elamanl dizilerin sayisi:

|A1| X |Ay| X - X |A,]
dir.

or.Yukaridaki ornege ek olarak bir de C = {puding, baklava} tath kiimesi olsun. Bu
durumda bir yemekten, bir icecekten ve bir tatlidan olusan menu kag farkl olusturulabilir?

Cozum: Menii sayisi: |A| X |B] X |C| = 4 X 3 X 2 = 24.
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or. URL kisaltma servisi bit.ly, uzun URL adreslerini sikistirarak 6 karaktere indirir. Herbir
karakter 0-9 arasi bir rakam; a,...z arasi 26 kuguk harf ve A,...Z arasi 26 buyuk harften biri
olabilir. Bu sekilde uretilebilecek 6 karakter uzunlugundaki kisaltma sayisi ka¢ tanedir?

Cozum:

Her karakter {0, ...,9},{a, ..., z} ve {4, ..., Z} ayrik kiimelerinden birine ait olmalidir. Bu
yuzden her karakter bu kumelerin birlesim kumesinin:

{0,...,9}U{aq,..,z} U{A4, ..., Z}

elamanlarindan biri olmalidir. Toplam kurali kullanarak birlesim kumesinin eleman sayisi 62
bulunur.

6 karakterin her biri icin 62 farkli se¢im vardir. Carpim kurali ile olusturulabilecek toplam
secim sayisl:
62 X 62 X 62 X 62 X 62X 62 =62°=56.800.235.584
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Ekleme — Cikarma

Daha once gordugumuz toplama kuralinda birlesimi olusturan kumeler ayrikti. Eger
kumeler ayrik degilse (en az 1 ortak eleman varsa) bu kumelerin birlesminin eleman
sayisini bulmak igin ‘ekleme-gikarma’ yapilir. Buna gore kiimeler ayrikmisgasina eleman
sayllari toplanir, daha sonra iki defa sayilmis olan ortak elemanlar ¢ikarilir.

A ve B iki kime olsun. |[A U B| = |A| + |B| — |A n B| birlesimi 2 defa saydik!

A B
2 defa saydigimiz - Al B |Al + |B]

yeri ¢ikartiyoruz!

Al + |B] |An B |A U B
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Ekleme-cikarma’yi ‘once say sonra oziir dile’ gibi dusunebiliriz. A U B ‘nin eleman sayisini
sayarken once sayariz, daha sonra iki defa saydlglmlz elemanlar icin ozur dileriz, bu
elemanlari cikartiriz.

or. Bir banka 4 haneli kart sifreleri igin ilk t¢ ve son Ug hanelerinin ayni rakam olmamasi
sartini kosuyor (0777 yada 5551 olamaz). Bu sekilde bu bankanin kabul etmeyecegi kag

tane sifre olusturulab|I|r7

Cozum.
A kimesi tg defa tekrar eden rakamla baslayan sifrelerin kimesi olsun (5551 € A). Ug defa
tekrar eden rakam icin 10 farkli secenek vardir (0,1,2...) . Geriye kalan son hane igin de

10 farkli se¢enek vardir. O halde ¢arpim kurali geregi 10 X 10 = 100 tane elemani vardir

A kumesinin.

B kiumesi U¢ defa tekrar eden rakamla biten sifrelerin kimesi olsun (0777 € B). Benzer
sekilde B’nin eleman sayisi da 100 olur.

ANnB =(0000,1111,...,999)

ve |A N B| = 100.
IAUB| = |A| +|B| = |ANnB| = 100 + 100 — 10 = 190.
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Uc Kiime icin Eksiltme-Cikarma
JAUBUC| =|A|l+ |B|+|C|—-|AnB|—-|BNnC|—|ANnC|+|ANnBNC|

e
(252
o

Al + |B| +IC| [Al + Bl +IC] =lAnB| |Al +|Bl +|C| -|AnB|-|BNC|

A

|Al + [B| +|C]
—|AnB|—=|BNnC|—-|ANC]|
+|A N B nNC




or. 1 ile 1000 arasinda (1 ve 1000 dahil) kag tane sayi 2'ye 3'e yada 5’e boliinebilir?
Cozum.

n, 1’den buyiik tamsayi olmak lizere; 2'ye bollinebilen sayilar 2n, 3’e boliinebilen sayilar 3n
5’e boliinebilen sayilar 5n formundadir.

1 ile 1000 arasinda 2'ye boliinebilen sayilar kiimesi: A = {2n:1 < n < 500} = |4| = 500

1 ile 1000 arasinda 3’e boliinebilen sayilar kiimesi: B = {3n:1 < n < 333} = |B| = 333
1ile 1000 arasinda 5’e bolunebilen sayilar kiimesi: C = {5n:1 < n < 200} = |C| = 200

Hem 2'ye hem 3’e boliinebilen sayilar kimesi AN B ={6n:1 <n <166} = |ANB| = 166

Hem 2'ye hem 5’e boliinebilen sayilar kiimesi AN C = {10n:1 <n <100} = [ANB| =
100

Hem 3’e hem 5’e bdliinebilen sayilar kimesi BN C ={15n:1 <n <66}= |BNC| =66

2'ye, 3'e ve 5'e boliinebilen sayilar kimesi AN B N C ={30n:1 <n < 33}
=>|ANBNC|=33
IAUBUC|=|A|+|Bl+|Cl=|AnB|=|BNC|=|ANC|+|ANBNC| =734




Genellestirilmis Carpim Kurali

or. 8 kosucu 100 metre finalinde yarisiyor. Altin, gumus ve bronz madalya kag farkli sekilde
bu kosuculara verilebilir?

Cozum.
Altin icin 8 farkli aday vardir. A kumesi bu adaylarin kumesi olsun.

Altin alan kosucuyu ¢ikardiktan sonra geriye kalan 7 kosucunun her biri gumus alabilir;
yani gumus i¢in 7 aday vardir. G kumesi bu adaylarin kumesi olsun.

Altini alan kosucuyu ve gimusu alan kosucuyu ¢ikardiktan sonra geriye 6 kisi bronzu
alabilir. Bronz icin 6 aday vardir. B kumesi bu adaylarin kumesi olsun.

A, G ve B kumelerinden yapilabilcek toplam se¢im sayisi ¢carpim kuraliyla bulunabilir:
JA| X |G| X |B] =8%x7 X6 =336

Bu ornekte daha once gordugumuz ¢arpim kurali orneklerinin aksine secimler birbirine
baglidir; dolayisiyla kumeler birbirine baglidir. Bu sekilde segimlerin birbirine bagli oldugu
durumlardaki ¢arpim kuralina ‘genellestirilmis ¢arpim kural’ denir.
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or. llk G¢ hanesi ayni rakam olan kag tane 4 haneli sifre vardir?

Cozum.

Birinci hanedeki rakam icin 10 farkli secenek vardir.

Ikinci hanedeki rakam birinci hanedeki ile ayni olmalidir.Yalnizca 1 se¢enek vardur.
Uclincii hanedeki rakam, ilk iki hanedeki rakamla ayni olmalidir.Yalnizca 1 secenek vardir.
Dorduncu hanedeki rakam igin bir sart yoktur. 10 farkli segenek vardir.

Sonug olarak bu sekilde uretilebilecek 4 haneli sifre sayisi: 10 X1 X 1 X 10 = 100
Soru:

Bir kahvecide americano, cappuccino, espresso, latte, macchiato ve mocha olmak uzere 6
kahve turu bulunmaktadir. Bu kahvelerden americano ve espresso sutsuz digerleri
sutludur. Sutlu kahveler soya sutu, yarim yagl sut veya tam yagh sut ile yapilmaktadir. Ayrica
satilan her kahve icin kafeinsiz ve kafeinli secenekler sunulmaktadir.

Bu kahvecide kac farkl kahve icilebiliriz?
Cevap. 28




Permutasyon (Siralama)
Bir kimeninin permutasyonu bu kumenin elemanlarinin siralanmasidir.

Teorem: n elemanl bir kiimenin permutasyon sayisi n! dir. Baska bir deyisle n elemanl bir
kumenin elemanlari n! sekilde siralanir.

Kanit;

n n-1 1 = nl!

segenek sayilari genellestirilmis carpim kurali ile
or.COMPUTER kelimesinin harfleri kullanilarak:

i) 8 harfli kag tane kelime yazilabilir?

Cevap: 8!
ii) Icinde ‘ET’ alt kelimesi gegen 8 harfli kag tane kelime yazilabilir?

GCozum. E ve T cikarildiginda geriye 6 harf kalir. ET kelimesini bir harf gibi dusunuruz.
Toplamda 7 harfimiz olur. Bu 7 harf ile 7! Sekilde siralanabilir.
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Bolme Kurali

Ekleme-¢ikarma yaparken ‘once say sonra ozur dile’ yaklasimini kullanmistik. Bolme kurali
da buna benzer bir yaklasimdir.

Bir kimenin her elemanini n defa sayarsak (n > 1) bu kimedeki eleman sayisi, fazla
sayarak buldugumuz eleman sayisinin 7’e bolunmesi ile elde edilir. (n’e bolerek fazla

saydigimiz igin ozur dilemis,hatamizi duzeltmis oluyoruz).

Ornegin, gercekte 2 elma 4 armut ve 4 mandalina olan bir meyve sepetindeki her bir

meyveyi 3’er kez sayarsak; sepetteki toplam meyve sayisini
2X3+4x3+4x3=30

buluruz. Bu toplami fazla sayma sayisi 3’e bolerek ? = 10 sepetteki gercek meyve sayisini

buluruz.

Ana fikir: Her seyi k defa saydigimizda toplam sayiy: k’ya bolersek kag tane sey
saydigimizi buluruz.
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or. Bir partide 4 kisi vardir. Herkes birbiriyle el sikisirsa toplam kag el sikismasi olur?
Cozum.

4 kisinin her biri geriye kalan 3 kisiyle el sikisir. Toplam el sikisma sayisi ¢carpim kuralyla:
4x3=12.

Fakat bu sekilde her bir el sikismasini 2 defa saymis oluyoruz.

Gergekten, diyelimki partideki kisiler A,B,C,D kisileri olsun.

A; partideki kisilerle el sikisirsa A ile B arasinda; A ile C arasinda ve A ile D arasinda el
sikismasi olur.

B; partideki kisilerle el sikisirsa B ile A arasinda; B ile C arasinda ve B ile D arasinda el
sikismasi olur.

Fakat A ile B arasindaki el sikismasini daha once saymistik, bu sekilde devam edersek her el
sikismasini 2 defa saymis oluruz. Bu yuzden ¢arpma kurali ile buldugumuz toplam el sikisma
sayisi olan 12’ yi fazla sayma sayisi 2’ye bolerek gergekte olan toplam el sikisma sayisini 6
olarak buluruz.
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Guvercin Yuvasi Prensibi (Pigeonhole Princible)

Eger bir yerdeki guvercin sayisi, guvercin yuvasi sayisindan fazla ise, en az bir yuvada birden
fazla guvercin vardir.

VAN

or. Bir odadaki |3 kisiden en az iki kisi ayni ay dogmustur.

|3 guvercin (kisi), 12 guvercin yuvasi (ay)

or. Istanbul'da ayni sayida sag teline sahip iki kisi vardir.
Bir insandaki toplam sag teli sayisi 0-500.000 arasindadir.
Istanbul’da milyonlarca kisi yasar.

Milyonlarca kisiyi guvercin, sag teli sayisini guvercin yuvasi sayisi olarak dustinursek ayni
_ sayida sag teline sahip bir ¢ok kisi bulunabilir.

18
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Guvercin Yuvasi Prensibinin Matematiksel ifadesi
Teorem: 4 ‘nin eleman sayisi B’den fazla olacak sekilde (|A| > |B|) A ve B iki kiime olsun.

f:A = B herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda A’'nina € A ve a’ € A gibi iki farkl
elemani vardir oyleki bunlarin gorintiileri esittir: f (a) = f(a’).

Kanit:
f fonksiyonu A‘dan B ‘ye birebir bir fonksiyon olsun.Tanim geregi:

Va,a' €A:a+a = f(a) # f(a")
Bu durumda |A4| < |B| olur.

19
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Bunu mantiksal onerme olarak yazarsak:

p: f fonksiyonu A‘dan B ‘ye birebir bir fonksiyon, ve q: |A| < |B| olmak lizere p = ¢
p = q onhermesi ~q = ~p onermesine denktir.

~q:|A| > |B|

~p: f fonksiyonu A‘dan B ‘ye birebir bir fonksiyon degildir.

f fonksiyonu A‘dan B ‘ye birebir bir fonksiyon degilse A‘da goruntileri ayni olan
birbirinden farkl iki eleman vardir. Gergcekten

~Va,a' €Ad:a+a" = f(a) #f(a)] ©Taa" €eda+#a ANf(a)=f(a")
(Hatirlayin: ~[p = q] © ~[~pVqg]| © p A ~q)

Meclisteki 600 milletvekili toplam 5 yasanin her birini kabul, red ve ¢ekimser oylarindan
birini kullanarak oylamistir. Bu durumda guivercin yuvasi prensibi geregi 5 yasa igin
birbirleriyle tamamen ayni oylari veren milletvekilleri vardir.

(5 yasa icin olabilecek tum segimler: 35 =235 ve 600 > 235)
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Kombinasyon

or. 17 kisi icerisinden 4 kisi se¢mek istiyoruz. Bu se¢imi
i) kisileri hangi sirayla sectigimiz onemli iken;

ii) kisileri hangi sirayla sectigimiz onemsiz iken

kag farkl sekilde segebiliriz?

Cozum.
i) Bunu oncelikle genellestirilmis carpim kurahyla bulabiliriz.
Segilecek ilk kisi igin 17; ikinci igin 16, Uguncu igin 15 ve dordunct igin 14 segenek vardir.

Genellestirilmis carpim kuraliyla toplam segenek sayisi: 17 X 16 X 15 X 14 bulunur.

Ikinci bir yol olarak soyle dustinelim.
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17 kisiyi permutasyon kurali ile 17! sekilde siralar her bir siralamadan ilk 4 kisiyi segebiliriz.
Su an igin cevap 17!dir.
Fakat bu sekilde her bir 4 kisilik grubu 13! defa fazladan saymis oluruz.

Gergekten diyelimki A,B,C,D kisilerini siralamanin ilk 4 pozisyonunda sabitleyelim:

A B|C|D

|

13! farkh sekilde siralanir.

17", fazla sayma sayisi olan 13!"e bolerek ger¢ek sayma sayisina ulasiriz:
17!

— =17 Xx16 X 15 x 14
13!

22
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ii) kisileri hangi sirayla sectigimiz onemli degil iken 17 kisiden, 4 kisi secelim.

1.asama: 17 kisi, 17! sekilde siralanabilir.

2.asama: (1;1)' sekilde sirali 4 kisi secilebilir. Fakat bu sekilde her bir 4’lu grup 4! defa

sayilmistir. Ornegin A,B,C,D kisileri, ABCD, BCDA, CDBA ... sekilde 4! defa fazladan
sayilmistir.

3.asama 17 kisi icersinden secilen 4 kisiyi fazladan sayma sayisi olan 4! bolerek secimin
siradan bagimsiz olmasini saglariz.

17!
Sonuc olarak cevap: -

Kombinasyon

n,k € Z* ve k < n olsun. Bu durumda n elemanli bir kumeden secilebilecek k elemanl
altkumelerin sayisi kombinasyon ile bulunur:

(Z) N (n —711!)! - k!
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or. 12 kisilik bir basketbol kadrosundan kac farkli sekilde ilk 5 olusturabiliriz?

Cozum. (12) = 7|—5' = 792.

or. 32 bit uzunlugunda kac tane string 3’ten az sayida 1 igerir?

Cozum. 0 tane 1 iceren 32 bit uzunlugundaki string sayisi: (302) = 1.
1 tane 1 ieceren 32 bit uzunlugundaki string sayisi: (312) = 32.

2 tane 1 ieceren 32 bit uzunlugundaki string sayisi: (322) = 496.
Toplam=1 + 32 + 496 = 529
or. Duzgun bir bozuk para 10 defa atilirsa 5’inde yazi gelme olasiligi ne olur?

Cozum.Atilan bozuk paranin sonuclari 10 uzunlugundaki bir dizinin elemanlari olsun. Dizinin her
bir elemani icin 2 secenek vardir:T veY.

Bu sekilde olusturulabilcek dizi sayisi carpim kurali ile: 21° = 1024.

Baska bir deyisle bir parayi 10 kez atarak 1024 farkli sonuc elde edebiliriz.

5 yazi, 10 defa atilan bir parada (10) = 252 farkli yerde gozukebilir. Yani 5 yazinin gorulmesi icin
252 secenek vardir.

252
Su halde aranan olasilik Toma > 0,24
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Kombinasyonla Ilgili Bazi Teoremler
n herhangi bir pozitif tamsayi ve k € {0,1,..,n} olsun.

Teorem: (Z)=(n7f k)

Kanit | (Cebirsel Kanit):
n! n!

(Z)=(n—k.)!-k!=(n—k)!-(n.—(n—k))!=(nik)

Kanit 2 :

n elemandan k kisiyi secmek demek, n elemandan (n — k) kisiyi secmemek demektir.

e ) . reo. . . . n .
n elemandan k Kkisi (k) sekilde secilir; n elemandan (n — k) kisi (n_k) sekilde
secilmez/secilir.

Teorem: (n;l) + (Zj) = (11:)
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Kanit | (Cebirsel Kanit):

n—1 n—1
("))
3 (n—1)! (n—1)!
K 1=l k=Dl =k

(n—1)! n—k (n—1)! k

Sk 1kl n—k k=Dl -k ¥

m-D!'-(n—k) (-1!-k
K=kl kl-(n=k)

(=D [(n—k) + k]
B k! (n—k)!

Tkl (:!— I (Z)
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Kanit 2:
n kisiden k kisi secelim. Belirli bir kisi, diyelim ki Ahmet, bu n kisinin icerisinde olsun.
Bu durumda secilen k kisi icersinde ya Ahmet olur yada Ahmet olmaz.

Diyelimki Ahmet secilen kisiler icersinde olmasin. Bu durumda (n — 1) kisiden k kisi secilir.

(")

Ikinci durumda diyelimki Ahmet bu kisiler icersinde olsun.

Bu sekilde olabilecek secimlerin sayisi

Bu durumda (n — 1) kisiden k — 1 kisi secilir. Bu sekilde olabilecek secimlerin sayisi

n—1
(e
Birinci ve ikinci secimleri toplarsak
n—1 n—1 n
( k >+<k—1>:(k)
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