Bil 2114 Otomata Teorisi Calisma Sorulari ve Cevaplari—Ill (Hafta 7,8,9)

1. Formal olarak G = ({S},{a, b}, R,S) ve R tiretim kurallar

S - aSa
S - bSh
S—oe¢

olarak verilen grammerinin turettgi dili bulunuz.

Cevap: R kurallarini kullanarak rastgele kelimeler tiiretip, tiretilen kelimelerin ortak
Ozelligini tespit edip bu kelimelerin olusturdugu dili bulmaya calisalim.

S = aSa = aaSaa = aabSbaa = aabbaa
S = bSb = baSab = baab
S = aSa = abSba = abaSaba = ababSbaba = ababbaba

Dikkat edilrse yukarida uretilen kelimeler iki yarimdan olusuyor, oyleki ikinci yarimdaki
kelime ilk yarimdaki kelimenin tersten yazilimis hali.

Su halde bu grammer tarafindan turetilen dil:
L(G) = {wwR|w € {a, b}*}
Bu dil ayni zamanda cift uzunluktaki palindromlarin dilidir.
Not 1. Burada w&, w kelimesinin tersten (reverse) yazilmis halidir.

Not 2. Yukaridaki kelimeleri turetim agaci olusturarak da uretebiliriz (bakin 6. Hafta notlari
17 ve 18 nolu slidelar).

2. Formal olarak G = ({S},{a, b}, R, S) ve R tiretim kurallar

S - aSh
S—>SS
S—o ¢

olarak verilen grammerinin tirettgi dili bulunuz.

Cevap: Bir onceki sorudaki gibi R kurallarini kullanarak ratgele kelimeler turetelim ve bu
kelimelerin olusturdugu dili bulmaya calisalim.

S = aSb = aSSb = aaSbb = aaSSbb = aaaSbbb = aaabbb
S=>aSh=>ab

S = aSbh = aaSbhb = aaSSbb = aaSSaSbbb = aaaSbaSSbbb = aaabaaSbbbb
= aaabaabbbb



Turetilen kelimelerin ortak ozelligi ayni sayida a ve b harfi icermesidir.

Su halde bu grammer tarafindan uretilen dil:

L(G) ={w € {a, b}"|Ina(w) = ny(w)}

Burada n,(w) w kelimesindeki toplam a harfi sayisini gostermektedir.

3.L ={a™bh™|0 < n < m < 2n} dilini tureten grammeri bulunnuz ve formal olarak
gosteriniz.

Cevap: Bu dilin kelimelerinde a harflerini b harfleri takip eder.

b harflerinin sayisi a harflerinin sayisina esit olabilir (n < m). Bunun icin asagidaki kurali
yazabiliriz:

S — aSh

Ayrica b harflerinin sayisi a harflerinin sayisinin iki katina esit olabilir (m < 2n). Yani her bir
a harfi icin iki tane b harfi yazabiliriz. Bunun icin asagidaki kurali yazabiliriz:

S - aShb

Son olarak, non-terminal terim olan S sonlandirmak (terminate etmek) icin asagidaki kurala
ihtiyacimiz var:

S—>¢
Sonuc olarak soruda verilen L dilini tureten G grammeri
G = ({S},{a,b},R,S) ve R kurallari:

S - aSh
S — aShb
S—o¢

seklinde verilir.

4. Y = {a, b} alfabesi kullanilarak olusturulan ve icinde her zaman iki tane b harfi olan
kelimelerin dili icin bir duzenli ifade bulunuz ve bu dili tureten grammerin kurallarini veriniz.

Cevap: icinde iki tane b harfi olan kelimelerde bu iki b harfinin arasina, soluna yada sagina
istedigimiz sayida a gelebilir. Su halde duzenli ifade soyle olur:

R =a*ba*ba”

Bu dilin grammer kurallarini uretelim. Istedigimiz kadar a harfi uretmek icin asagidaki kurali
kullanabiliriz:

A - aA



Bu kural rekirsif olarak sonsuz sayida a uretebilir:

=S

a A

;

SE
/>

A non-terminalini, uretilen kelimelerin genel formunda (duzenli ifade ile gosterilen) yazarak
asagidaki kurali olusturabiliriz:
S - AbAbA
Son olarak A non-terminalinin sonlanmasi icin asagidaki kurali ekleyelim:
A-c¢
Bu duzenli ifadeye karsilik gelen dili ureten grammerin kurallari:

S —»> AbAbA
A - aA
A-¢

5. Formal olarak G = ({S,0},{a, b}, R, S) ve R tiretim kurallari

S - a0|bO|e
0 - aS|bS

olarak verilen grammerinin turettgi dili bulunuz.

Cevap: S baslangi¢c nonterimalinden baslayarak ve yukarida verilen kurallari kullanarak
rastegele kelimeler turetelim.

S =2 a0 = aaS = aab0 = aabaS = aaba
S = b0 = baS = bab0O = babbS = babbbO = babbbaS = babbba
S = a0 = abS = ab

Yukarida turetilen kelimelerin ortak ozelligi cift uzunlukta olmasidir. Su halde verilen G
garmmeri ile turetilen dil:

L(G) = {W € {a, b}

lw| = 2n,n > 0}

Ekstra Soru. X = {a, b} alfabesi kullanilarak olusturulan cift uzunluktaki kelimelerin dilini
ureten grammerin kurallarini veriniz.

Cevap: iki tane non-terminal tanimlayalim: Kelimede tek sayida terminal oldugu durumda T
non-terminali, cift sayida terminal oldugu durumda S non-terminali kelimede olsun. Cift
sayida terminal oldugu durumda, kelimenin uzunlugu cift olacagindan bu kelimeleri kabul



edebiliriz (ornegin w = aabbabS). O halde S nonterminalini sonlandirabiliriz. Bunun icin
asagidaki kurali yazabiliriz:

S—o¢

Kelimede tek sayida terminal varken, kelimeye bir tane a yada bir tane b terminali
ekledigimizde kelime cift uzunlukta olur. Tek sayida terminal oldugu durumunda kelimede T
non-terminali bulunuyordu. O halde T varken a yada b eklendiginde kelimeye, kelimede cift
sayida terminal olur bu ise S nonterminalinin olmasini gerektirir. Bu durumlar icin asagidaki
kurallari ekleyebiliriz:

S - a0
S - b0

Yukaridakine benzer sekilde, cift sayida terminal varken (S varken) bir tane a yada bir tane b
terminali ekledigimizde kelime tek uzunlukta olur bu ise O nonterminalinin olmasini
gerektirir. Bu durumlar icin asagidaki kurallari ekleyebiliriz:

0-aS
0O - bS

Sonuc olarak elde ettigimiz kurallari su sekilde ozetleyebiliriz:

S - a0|b0|e
0 - aS|bS

6. Formal olarak G = ({4,B,C,S},{a,b}, R, S) ve R turetim kurallari

S - AB|BB
A - CC|ABla
B - BB|CA|b
C - BA|AA|b

olarak verilen G grammerinin w = aabb kelimesini turetebilecegini CKY algoritmasini
kullanarak gosteriniz.

Cevap:

CKY algoritmasi kullanarak verilen bir kelimenin grammer tarafindan turetildigine karar
verilirken asagidaki gibi bir piramit olustururuz ve bu piramiti tabandan baslayarak yukari
dogru doldururuz. Eger baslangic nonterminali S piramitin en tepesine ulasirsa verilen
kelimenin grammer tarafindan turetildigi sonucuna ulasiriz.
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1.a< A,b« B,C
2.aa< AA < C
ab < (A)(B,C) = AB,AC « S, A
bb « (B,C)(B,C) = BB,BC,CB,CC < S,A,B
3. aab; (aa, b) ve (a, ab) seklinde ayristirilir.
aa,b « (C)(B,C) =CB,CC « A a,ab « (A)(S,A) = AS,AA < C
abb; (ab, b) ve (a, bb) seklinde ayristirilir.
ab,b < (S,A)(B,C) = SB,SC,AB,AC <« A a,bb « (A)(S,A,B) = AS,AA,AB < S,C
4. aabb; (aab, b), (aa, bb) ve (a, abb) seklinde ayristirilir.
aab,b < (4,C)(B,C) = AB,AC,CB,CC < S,A
aa,bb « (C)(S,A,B) =CS,CA,CB « B
a,abb « (A)(S,A,C) « AS,AA,AC < C

7.L = {a"b™|n > m,m = 1} dilinin kelimelerini kabul eden bir pushdown otomata dizayn
ediniz.

Cevap:
PDO’yu asamalar halinde dizayn edelim.

Asama 1: Yigina $ semboli ekleyelim, boylece yigindan S sembolunu cikarattigimizda yiginin
bos kaldigini anlariz.

()=o)

Asama 2: Kelimeden a harfi okudukca (yigindan bir sey cikarmadan) bunu yigina ekleyelim.



OO

Asama 3: Kelimeden b harfi okumaya basladigimizda; okunan her b harfi igin yigindan bir a
harfi cikartalim.

b,a — ¢

Asama 4: Bu dilin kelimelerindeki toplam a harfi sayisi, toplam b harfi sayisindan fazla
olmalidir. Yani okunan her bir b igin yigindan bir a cikarttigimizda yiginda hala a harfinin
kalmis olmasi gerekir. Boyle bir durumda final durumuna gidebiliriz.

ac—-a b,a— &

8. L = {wecwR|w € {a, b}*} dilinin kelimelerini kabul eden bir pushdown otomata dizayn
ediniz.

Cevap: Asama 1: Yigina S semboli ekleyelim.

()=o)

Asama 2: Kelimeden a ve b harfleri okudukga yigina ekleyelim.

ac—a
b,e = b

Asama 3: Kelimeden c¢ harfini okudugumuzda kelimenin ortasina gelmisiz demektir. Su halde
bu harfi okudugumuzda yigina bir sey ekleyip-cikarmadan bir sonraki duruma gecelim.

ac—a
b,e > b



Asama 4: Kelimeden okunan a harfi igin, eger o anda yiginin en ustunde a harfi varsa bu iki a
birbirne eslenir ve yigindan cikarilir. Ayni sey b harfi igin de gegerlidir.

Asama 5: Eger kelimenin ikinici yarisindaki a lar ile ilk yarisindaki a lar ile birebir eslesmisse
ve ayni sekilde kelimenin ikinici yarisindaki b ler ile ilk yarisindaki b ler ile birebir eslesmisse
yiginda yalniz S semboli kalir. Bu durumda kelimeyi kabul ederiz, final durumuna gideriz.

aéeE—a aa—E&

9. M = ({CIO; 91,92, CI3}; {a' b, C}, {$, C}, 6: o, {CI3}) ve ge§i$|eri1

6(qo.c,€) = (91, %)
6(q1,a,€) = (q1,¢)
6(qu,b,c) = (qz,€)
6(qz2,b,¢) = (q2,€)
6(qz, ¢, %) = (g3,€)

seklinde verilen pushdown otomatayi (PDO) ¢iziniz ve bu PDO’nun tanidigi dili formal olarak
gosteriniz.

Cevap:

Bu PDO kelimeden bir ¢ harfi okuyarak final durumuna dogru hareket eder. Bu durumda dilin
kelimeleri ¢ harfi ile baslamalidir. L = {c}

PDO q,’de iken a harfi okur ve okudugu her bir a igin bir ¢ harfi yigina koyar. Demekki ¢
harfi ile baslayan dilin kelimeleri belirli bir sayida a harfi ile devam eder. L = {ca™|n > 1}



a harflerinden sonra b harfleri gelmesi durumunda, okunan her bir b igin yigindan bir ¢
cikartilir. Bu islemler sonucunda yiginda yalnizca $ kalmissa tum a ile tum b ler birbiryle
eslesmistir demektir. Yani toplam a harfi kadar, toplam b harfi vardir. L = {ca™b™|n > 1}

Son olarak kelimden bir ¢ harfi okumamiz durumunda yigindan $ cikartip kabul durumuna
gidiyoruz. O halde kabul edilecek kelimeler ¢ harfi ile bitmelidir. L = {ca™b™c|n = 1}

10. L = {a?"b3"|n > 0} dilinin kelimelerini kabul eden bir pushdown otomata dizayn ediniz.
Cevap: Okudugumuz her iki tane a harfine karsilik uc tane b harfi okumaliyiz.

Okudugumuz her iki a harfi igin yigina bir tane x semboll koyalim:

d,& — & a4,& 2> X

Okudugumuz her uc b harfi icin yigina bir tane x semboli koyalim:

b,e = x

Bu iki yapiyi birbirine baglayalim.

aeE— & a, & —
b,e — b,x — ¢
ﬁ
0 &EE2E | qq

Burada ¢, & — ¢ gecisyle nondeterminizmden faydalaniyoruz. Aslinda g; durumuna her
vardigimizda &, & - ¢ gegisi sayesinde g3'e de varmis oluruz. Fakat g;'de a oku olmadigi icin
a okunmasi durumunda g3’e varan kol ilerlemez. Ancak b okumaya basladigimizda bu kol da
calisir. Nondeterminzm sayesinde bir anlamda istedigimiz zaman birinci yapidan ikici yapiya
gecebiliryormusuz gibi dislinebiliriz.

b,eg— ¢

Son olarak baslangic durumunda yigina $ sembolunu ekleyelim ve g3 durumunda iken
yigindaki tum x’lerin cikarilmasi halinde (bu her iki tane a harfine karsilik uc tane b harfi
okundugunu gosterir) final durumuna gidelim.



11. T = {a, b} alfabesi kullanilarak olusturulan ve iginde ‘ab’ altkelimesi gecen kelimelerin
dilini duzenli ifade ile gosteriniz ve bu dili taniyan bir Turing makinesi dizayn ediniz.

Cevap:
Duzenliifade: R = (a U b)*ab(a U b)*

Turing Makinesi:

12. Ikilik sistemde (binary) ifade edilen sayilardan tek sayilari taniyan Turing makinesi dizayn
ediniz.

Cevap: Tek sayilar olan 1, 3,5, 7 ... nin ikilik sistemde degerleri sirasiyla 1,11,101, 111, ... dir.
Dikkat edilirse ikilik sistemde gosterilen tek sayilarin son basamagi 1’dir. Demekki bu sayilari
Turing makinesinin bandina yazdigimizda sayi bittikten sonraki ilk B sembolunun hemen
solunda 1 harfi olacaktir. Su halde stratejimiz kelimeyi okumaya basladiktan sonra B'yi
bulana kadar saga dogru ilerlemek, B’yi buldugumuzda sola gecip bu hiicredeki harfin 1 olup
olmadigini kontrol etmek, eger 1 ise verilen kelimeyi kabul etmektir. Su uhalde Turing
makinesi asagidaki gibi olur.

0—-0R
1-1,R

q1 g




