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Bir Matrisin Determinanti

Determine, Ingilizce belirlemek, karar vermek anlamina gelir. Bu fiilin isim hali olan
determinant ise belirleyici anlamina gelir.

n X n boyutundaki bir kare matrisin determinanti ise bu matrisin tersinin olup olmadigini
belirlememizde rol oynar. Basitce, bir matrisin determinanti 0'dan farkli ise bu matrisin tersi
var diyecegiz.

n tane bilinmeyenden olusan n tane lineer denklem verilsin. Bu denklemin katsayilarini
A katsayilar matrisinde, bilinmeyenlerini x vektorunde, sonuglarini b vektorunde tutalim:

'a11 aln' 'xl' _bl_

p1 -+ Aupd LXp. -bn—

\ y J \_Y_l \_Y_’
A X b

Burada x’i yalniz birakmak icin denklemin her tarafini A’nin tersi olan A™1 ile carparsak:

®
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x= A"1b
olur.Yani sistemin ¢oziimii basitce A~1b dir. Fakat katsayilar matrisinin tersinin (A™1) her

zaman var olacagi garanti degildir. Bu matrisin tersinin olup olmayacagini matrisin
determinantina bakarak karar verecegiz.

Sonuc olarak verilen lineer denklem sisteminin bir cozumunun var olup olmadigini
belirlemek igin katsayilar matrisinin determinantina bakacagiz.

Determinant Notasyon:

]Rnxn

Determinanti uzayindan R’ ye bir fonksiyon olacarak gosterecegiz:

det : R"™" - R

Yani ornegin A matrisin determinatini det(A) ile gosterecegiz. Bundan baska, asagidaki

sekilde mutlak deger kullanarak da determinant gosterilir.
a11 nns aln

= det(4)

{@) anl ‘en ann
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Determinantin Hesaplanmasi

A katsayilar matrisinin determinant hesaplamasi igin genel bir kural vermeden once A’nin
bazi ozel durumlari icin determinant hesaplamasini verelim.

1. A,1 X 1 bir matris ise:

Bu durumda A’nin tek bir elemani vardir: A = [a,] ve verilen denklem a;;x = b formunda
olur. Buradan x = b /a4 olur.Sistemin ¢ozumunun olabilmesi icin a;; # 0 olmak
zorundadir. O halde burada belirleyici faktor a;’dir; dolayisiyla tek elemanl bir matrisin
determinaniti sahip oldugu tek elemandir:

A= [all] ise det(A) = aq1

2. A, 2 X 2 bir matris ise:

a1 Qg2

Bu durumda 4 = [a21 i,y

] ve buna bagli lineer denklem sistemi ise:

a11X1 + ay2x5 = by
Ay1X1 + AppXy = by

olur.
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Birinci denklem a,,; ikinci denklem —a;, ile garpilip denklemler toplanirsa
(@11Q22 — A12021)X1 = b1ay; — byay;

elde edilir. Buradan x; gekilrse:
biaz; — byay,

Xl —
A11Q22 — Aq2021

olur. Sistemin ¢ozumunun olabilmesi igin payda (a1a,, — a;,a,1), 0’dan farkli olmak
zorundadir. O halde burada belirleyici olan (a;;a,, — a;,a,1) buyuklugudur. Sonuc olarak
A’nin determinanti da bu buyukluge esit olur.

i1 A4q2

A= [ ]isedetA=aa — A4-,Q
Ayy Ay (A) 11422 1221

Tek elemanli bir matrisin determinanti kendisi oldugundan a,, yerine |a,,| ve a,; yerine
|a, 1| yazilabilir. O halde determinant:
‘an a12

= aq1la — Aqo|A
o an| = anlazl = anlay
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Burada dikkat edilmesi gereken nokta 2 X 2 boyutundaki matrisin determinant hesabinin
1 X 1 boyutundaki matrislerin determinantini icermesidir.

Sr A = B _31] ise det(A) =1-3—(-1-2) =5

~+ _
a
A= [M ise det(A) = A110972 — A12091

3. A, 3 X 3 bir matris ise:

d11 diz2 433
Bu durumda A = |G21 Az Az3| ve buna bagl lineer denklem sistemi ise:
dz1 d3zz 0433
A{1X1 + A12X5 + a43x3 =0
Ay1X1 + Ay2X5 + Ay3x3 = 0
A31X1 + A32X, + a3z3x3 = 0
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Not: Burda kolaylik acisindan by, b, ve b3 ‘U 0 olarak dusunduk, cunku zaten bu degerler
sistemin cozumunun var olup olmamasini etkilemez. Cozumun var olmasi A katsayilar
matrisine baglidir.

X, ve x3’uU yok etmek icin birinci, ikinci ve ucuncu denklemler uygun katsayilarla carpilip bu
denklemler toplanirsa

(a11(a22a33 — Qp3037) — A12(A21A33 — Ap3031) + aq3(Az103; — azza31))x1 =0

olur. Sistemin ¢ozumunun olabilmesi icin x;’in katsayisinin 0'dan farkli olmasi gerekir. O
halde

(a11(a22a33 — Ap3032) — A12(A21033 — Ap3031) + a13(az a3, — a22a31)) * 0

olmalidir. Sistemin cozumun var olup olmadigini bu katsayi belirler.

ai1 A12 dg3
A =10az1 Az Az3]ise
dz1 dzz2 0433
det(A) = (a11(a22a33 — (33033) — A12(A1A33 — A3a31) + ay3(az1a3; — a22a31))




det(A) = (011(0226133 — Qy3033) — Q3 (a%1a33 — a23a31’) T a13(a%1a32 — a22a31,))
l Y J Y Y

aq1’in in oldugu satir ve sutun a1, nin in oldugu satir ve sutun a43’ln in oldugu satir ve siitun
A matrisnden ¢ikarildiginda ortaya A matrisnden ¢ikarildiginda ortaya | | A matrisnden ¢ikarildiginda ortaya
¢ikan matrisin determinanti cikan matrisin determinanti citkan matrisin determinanti

3 X 3 boyutundaki bir matrisin determinant hesabi, 2 X 2 boyutundaki matrislerin
determinantini ve dolayisiyla 1 X 1 boyutundaki matrislerin determinantini icermektedir.
11 Q12 Q413
z1 dz2 d4z3

az; a ds33
q ‘azz a23‘ —a ‘a21 (123‘ 1 ‘(121 azz‘
11las, ass 12lazy , ass 13laz;  as;

a11(a22|a33| — azzlasz,|) — a12(a21|a33| — a23|a31|) a3 (MSN)
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1 2 1
orA=1|3 1 2] matrisinin determinanti nedir?
1 2 4
+ — +
1 2 1
411 21 513 2 3 1
[f % 2]_1|2 4‘ 2|1 4|+1‘1 2

=1(1-4-2-2)-2(3-4-2-1)+13-2-1-1)=0-20+5= —15

or. 2x1 — Xy +3x3 =0
X1 —%x3=0
3x1 —2x, + kx3 =0
Yukarida verilen denklem sisteminin bir cozimuntn olmamasi icin k ne olmalidir?
Cozum.
Denklem sisteminin bir cozumunun olmamasi igin katsayilar matrisinin determinanti
0 olmalidir.
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2 —1 3
or. Katsayilar matrisi: [1 0 —1] olup bu matrisin determinanti:
3 -2 k

2=2)+1-(k+3)+3-(—2)=k—-7

olur. Determinanti 0 yapan k degeri 7 olur.

Determinant Genel Formul

A € R™™ tipindeki bir kare matrisin determinanti su formulle hesaplanir:
n
det(A) = 2(—1)i+jaij det(Mij)
j=1

Burada i, 1 ile n arasi herhangi bir tamsayidir.

M;;, A matrisinde a;; elemaninin oldugu satir ve sutun ¢ikarildiginda ortaya gikan matristir.
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Determinant Genel Formul

Ozel olarak i'yi 1 alirsak asagidaki formulu elde ederiz. Hesaplamalarimizda bu formulu
kullanacagiz.

det(A) = ) (—1) % a,;det(M,;)
Zzl 1j 1j

1 2 1
orA=13 1 2] matrisinin determinantini yukaridaki formul ile hesaplayalim.
1 2 4

det(4) = (=1)'*tay; det(My1) + (—=1)'"2ay, det(My,) + (—1)**3ay 5 det(M;3)
=1 det(Mll) — 2 det(Mlz) + 1 det(M13)
12 13 21 _13 1) _
det(M;;) = \2 4\ =0, det(M;,) = \ X 4| =10, det(M,s) = \ X 2| 5,

determinantlarini yukarida yerine yazarsak:
det(A) =0—-2-10+5=—-15
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—

. 1 -2 3 —4] L : -
or.A = matrisinin determinantini hesaplayiniz.
1 2 -5 3
2 0 2 3
-4 -2 6 7 _
Cozum.
2 =5 3 1 -5 3 1 2 3 1 2 =5
det(A) =1-]0 2 3|t+2-|2 2 3|+3-|2 0 3|+4-|2 0 0
-2 6 7 -4 6 7 -4 =2 7 -4 -2 6

Not:Verilen genel determinant formulune dikkat edilirse bu formul rekursiftir!!
Determinanitin hesaplanmasi icin baska determinantlarin hesaplanmasi gerekir. Cevabin icin
icinde sorunun kendi vardir.
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Rekursif Determinant Kodu

function dett=detHesapla(A);
n=size(A,1);
if n==1

dett=A;%tek elemanli matrisin determinanti kendine esittir

else
toplam=0;
for j=1:n

M=A(2:end, setdiff(1:n,j));
toplam=toplam+(-1)~(j+1)*A(1,])*detHesapla(M);
end
dett=toplam;
end
end
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Determinantin Ozellikleri
A € R™™" bir kare matris olsun.
Teorem [: A’nin tamami 0’'dan olusan bir satir1 varsa det(4) = 0 olur.

Kanit:
i €{1,..,n}olmak lzere diyelimki A’nin i. satirinin tamami 0 olsun:

vj €{l,..,n}a;=0.

det(A)—z:( 1)i*a;;M;; 2( 1)i*7 - 0 - det(M;;) = 0

1 2 1
orA=1|0 0 O0]isedet(4) =0 olur.
1 2 4

o vzt o 12 ez a1 1 avzes |1 2]
Ginkii, det(4) = (~1)**1-0- |2 4‘+( 2.0 | 4‘+( 1)2+3 . ‘1 2‘ 0

14
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Determinantin Ozellikleri

Teorem 2: A’nin herhangi bir satirinin k sayisiyla ¢carpimiyla bir B matrisi olussun. Bu halde
det(B) = k - det(A4)

olur. Bu teoremin baska bir ifadesi soyledir: bir matrisin bir satiri bir sayiyla ¢arpilirsa, bu

matrisin determinanti da o sayiyla ¢arpilmis olur.

Kanit;

i €{1,..,n}olmak lizere A’nin i. satirini bir k sayisiyla carparak, diger satirlara
dokunmayarak bir B matrisi elde edelim. Su halde

bij = k-al-j (_] S {1,,n}) olur.
n

det(B) = Z(—l)i+jbijd6t(Mij) =
j=1
n n
— Z(_l)l'l']k . al]det(MU) =k - Z(—l)lﬂaudet(MU) =k det(A)
j=1 J=1
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1 2 1
—2 2 4] iken det(4) = 18‘dir. Su halde

1 2 4

or. A = = 36 olur.

1 2 1
—2 2 4

2-1 2-2 2-4

Benzer bir mantikla eger bir matriste bir satiri bir k sayisina bolersek determoinanti da k’ya
bolmus oluruz.

1 2 1
Ornek olarak A matrisinin ikinci satirinin ikiye bolinmesi olusan B = [—-1 1 Z]matrisin
1 2 4

determainanti A’nin yarsi kadar olur:det(B) = 9.
Sonug (Corollary) : det(k-A) = k™ - det(4)
Kanit:

n X n boyutundaki bir matrisi k gibi bir sayiyla ¢carpmak, matrisin 7 satirinin tamamini k ile
carpmak anlamina gelir. Her bir satir icin matrisin determinanti k katina ¢ikagagindan n satir
icin determinant k™ katina cikar.
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Teorem 3: A matrisinin satirlarini R ile gosterelim.

Rl ] -Rl- _Rl_
Ri+Ri||=||R; || + R]-
R, | R, R,
1 2 1
—2 2 4| matisinin determinanti, 2 2 4 ve 2 2 4 matrislerinin
1 2 4

determinantlari toplamina esittir.

(iki matrisin ucuncu satirlari toplamlari ilk matrisin ucuncu satirini veriyor)
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Kanit: A, B, ve C matrislerinin (. satirlari hari¢ diger her satir1 birbirlerinin aynisi olsun.
Ayrica A matrisinin i. satiri, B matrisinin i. satir1 ile C matrisinin i. satirinin toplamindan
olussun:

ajj=bjj+c¢; (G €{1,..n})
olur. B ve C matrislerinin determinantlari toplaminin A’nin determinantina esit oldugunu
gosterecegiz.

[. satir uzerinden B ve C matrislerinin determinantlari toplami
det(B) + det(C) =

2( 1)‘+1budet(MU)+2( 1)i*ic; det(M;;)

n Tl
Z(—1)i+i (bi; + ci)det(M;;) = Z(—l)"” a;det(M;;) = det(A)
j=1 J=1
(not: B ve C’nin i. satirlari haric diger tum satrlari ayni oldugundan her iki matris icin det(M;;)
aynidir, cunku . satiri sildigimizde ortaya ¢ikan matris ikisi icin de aynidir)



Teorem 4: Iki matrisin carpimlarinin determinanti; bu matrislerin determinatlarinin carpimina
esittir. Yani A ve B;n X n boyutunda iki matris olsunlar. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:
det(AB) = det(A) det(B)

5r.A = [1 —1

5 3 ] ve B = [g _41] olsun. Bu durumda AB = 1131 g] olup det(AB) = —70

olur.det(4) = 5 ve det(B) = —14 olup det(A) ve det(B) nin ¢arpimlari det(AB)'yi verir.

Teorem 5: Bir matriste herhangi iki satiri yer degistirseniz, matrisin determinantiinin isareti
degisir (pozitif iken negatif; negatif iken pozitif olur).Yani B; A'nin herhangi satirinin yer
degistirilmesiyle olusan bir matris olsun. Bu durumda

det(B) = —det(4)

olur.
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Kanit: Diyelimki A 3 X 3 boyutunda bir matris olsun. Bu matrisin birinci ve ikinci satirini yer

0 1 O
degistirmek icin, A matrisini soldan [1 0 O] ile carpabiliriz (dikkat edersek bu, birim
0 0 1
matrisin birinci ve ikinci satirinin yer degistirmis hali).
0 1 O 0 1 O
det(B) =det|{|1 0 O|A|=det||1 0 O0f|det(A)
0 0 1 0 0 1

olur. Bu esitligin saglanmasinda bir onceki teoremi kullandik.

0 1 0
det( 1 0 O ) = —1 oldugundan

0 0 1
det(B) = —det(A4)

olur.
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Teorem 6: Bir matrisin herhangi birbirinin ayni herhangi iki satiri varsa, bu matrisin
determinanti O olur.

1 2 1
orA=|-2 2 4] iken det(4) = 0 olur. (birinci ve ucuncu satiri ayni).
1 2 1

Kanit B matrisi, herhangi iki satiri ayni olan bir A matrisinin bu satirlarin yer degistirmesiyle
olussun. Bir onceki teoremde gormustukki satirlarin yer degistirilmesiyle olusan matrisin
determinanti, orijinal matrisin eksi isaretlisi olur.Yani

det(B) = —det(A)
olur.Ayni olan satirlari yer degistirdigimizden yeni matris eskisiyle ayni olur: B = A4, bu
durumda

det(B) = det(4)
olur. det(B) = —det(4) = det(A) olabilmesi ancak det(A) = 0 olmasi ile miimkiindiir.
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Teorem 7: A’nin herhangi bir satirini k sayisiyla ¢arpar, bu satiri baska bir satira eklersek

A’nin determinanti degismez.

Kanit: A matrisinin j. satirini R; bir k sayisi ile carpip bu satiri A matrisinin i. satirina (R;’ye)
ekleyelim. Ortaya ¢ikan yeni matrise B matrisi dersek, B matrisi su formda olur: (R;,I.

satir)

Teorem 3’ten B’nin determinanti

ve

matrislerinin determinantlari toplamina esitr.




R; + kRj R; kRj R; :/R-]\::> iki satir birbirinin

=+l -U=U-IlFE| - ayni oldugundan
Rj Rj Rj Rj ( Rl- ) mE’ItI'IS determinant
[N ] [N ] LN ] LN ] LN ] Odlr.
R, | R, R, | R, R,
Bu determinant
orjinal matrisin (A’nin)
1 2 1 determinantina esittir.
orA=|-2 2 4] matrisinin uguncu satirini —1 ile ¢arpip birinci satira ekleyelim:
1 2 4

B =

1-1 2—2 1—-4 0O 0 -3
—2 2 4 =|—2 2 4 | olur. B’nin determinanti 18’dir,bu da A’nin
1 2 4 1 2 4
determinanti ile aynidir.
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