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Lineer Denklem Sistemi
Elimizde asagidaki gibi iki bilinmeyenli iki denklem olsun.

X1 + Xy = —
le + 3x2 =0
Birinci denklemi —2 ile carpip ikinci denkleme ekledigimizde
Xy = 2

olur. Bulunan x, degeri birinci yada ikinci denklemde yerine konulursa
X1 = —3

elde edilir. Bulunan (—3, 2) ikilisi sistemin ¢ozumudur.

Alternatif olarak bu denklem sistemini matris — vektor carpimi olacak sekilde gosterebiliriz:
(3 Ga)= ()
2 3/ \X2 0
\ Y J - -
A X b

®
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Lineer Denklem Sistemi

Burada A ile gosterilen matrise katsayilar matrisi (coefficent matrix) denir. Sistemin
c¢ozumunun olup olmamasi bu matrisinin tersinin olup olmamasina baglidir. Matrislerin
tersini islerken bu konuya tekrar donecegiz.

Gauss eliminasyon methoduyla bir lineer denklemi ¢ozerken genel yaklasimimiz ilk olarak

katsayilar matrisi (A4) ile sonuc vektorunu (b’yi) birlestirerek genisletilmis matris
(augmented matrix) olusturmaktir. Bu matrisi [A b] olarak gosterecegiz.

Daha sonra bu matrisi baska matrislerle carparak ust ucgen matris haline getirmektir.

Ortaya cikan ust ucgen matrisi kullanarak en son degiskenden ilk degiskene dogru
degiskenleri yerine koyma metodu ile buluruz.

or. ZX]_ + 4XZ — ZX3 = 2
4x, +9x, — 3x; = 8 Lineer denklem sistemini ¢ozunuz.

—2x1—3x, + 7x3 = 10
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2 4 =21 [* 2
4 9 =3|-[*2|=|3
-2 =3 71 Ix3 10

—
A X b

A matrisi ile b ‘yi birlestirerek genisletilmis matris olusturup, bu matrisi ust ucgen matris
haline getirecegiz.
2
]
10

Bu matrisin ust ucgen olabilmesi icin
bu elemanlarin 0 olmasi gerekir.
(ust uggen:i > j iken 4;; = 0)

2 4 =2
[Ab]=[ -3
7
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2 4 =2 2
|[Ab] = lz} 9 —3 8] matrisini ust u¢gen hale getirirken birim matrislerden
-2 -3 7 10

faydalanacagiz. Modifiye ettigimiz birim matrisi ust uggen haline getirmek istedigimiz
matrisle soldan carpacagiz. Temel olarak, ust u¢gen haline getirmek istedigimiz matriste
hangi pozisyondaki elemani 0 yapmak istiyorsak, birim matriste o elemana karsilik gelen
elemani modifiye edecegiz (degistirecegiz).

2 4 -2 2
Ornegin = [4 9 —3 8] matrisinde 2.satirin |. elemanini O yapalim. Normalde
—2 -3 7 10

Gaussyan elimanasyonda, bu pozisyonun 0 olabilmesi igin birinci satiri -2 ile carpip ikinci
satira eklememiz gerekiyordu. Benzer mantikla, birim matriste 2.satirin |. elemanini -2
yapacagiz ve bu sekildeki elde edilen birim matrisi:
1 0 O
Ey = l—Z 1 O]

0 0 1
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2 4 =2
4 9—3

6060

| O 1| G

2
8

Bu satir, carpim sonucunda ¢
ilk satirin korunmasini saglar.

0 O
1 0
0 1
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Bu satir, garpim sonucunda 1 0 0 2 4 =2 2
birinci satirin —2 katinin >< 9 — 3 8
ikinci satir ile

toplanmasini saglar

{[—2 1 O]ljﬂ {[—2 1 0] _;*3] [—2 1 0] [:;] [2 1 0] L%”
\'2 4 -2 //2/

0 1 1 4
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4 =2
9—3

2

Bu satir, garpim sonucunda 8

ucuncu satirin korunmasini saglar «—Q

wM@O
KGR | G /) G ]
\_o _2/42_/
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2 4 =2 2

Simdi amacimiz | Q 1 1 4 ] matrisinde 3. satirin 1. elemani 1 yapmaktir. Bunun
-2 =3 7 10

icin E31matrisine karar verip bunu yukaridaki matrisle soldan carpacagiz. Birinci satiri uguncu

satira eklemek igin ugtincu E3; matrisinin ugtincu satirinin birinci elemani 1 olmalidir. Cunku
bir vektori [1 0 1] vektori ile garpmak , bu vektoriin birinci ve tglinci elemanlarini
toplamak anlamina gelir. Buna ilaveten biz yukaridaki matriste birinci ve ikinci satira
dokunmayacagiz. O yuzden E3;’in ilk iki satiri birim matrisle ayni olacak, degistirmeyecegiz.

1 0 O
Ez1-|0 1 O]
1 0 1
1 0 O 2 4 =2 2 2 4 -2 2
[O 1 0] X]0 1 1 4 =[O 1 1 4]
1 0 1 -2 =3 7 10 0 1 5 112

Carpim sonuc elde dilen matrisin bir ust uggen olmasi i¢in uguncu satirinin ikinci elemaninin 0
olmasi gerekir. Bunun igin bu matrisle carpilacak olan E3, matrisin ilk iki satiri ayni olmali,
ucuncu satirinin ikinci elemani —1 olmalidir.

®
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1 0 O
E;,- 10 1 0]
0 -1 1
1 0 O 2 4 -2 2 2 4 -2 2
[O 1 0] X 10 1 1 4 =[O 1 1 4]
0 —1 1 0 1 5 | 12 0 0 4 8

Boylece matris ust ug¢gen bir hale getirlmistir. Matrisin son satirindan
4X3 = 8

olup x3 = 2 bulunur. Matrisin ikinci satirindan:
X, +x3 =4

olup, yukarida bulunan x3’un yerine konmasiyla
X9 +2=4

olur, buradan x, = 2 olur. Son olarak bulunan x, ve x5 birinci denklemde yerine konulursa
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2x1 + 4‘x2 — 2x3 = 2
olup x; = —1 bulunur. Su halde x = (—1, 2,2 ) sistemin ¢ozumudur. Gercekten de eger bu
vektor katsayilar matrisi A ile ¢arpilirsa b elde edilir:

2 4 =2 -1 2
-2 -3 7 2 10
SR

\
|
A X b

Ayrica matris ¢carpimi ozelliklerinden hatirlarsak A, B ve C ¢arpilabilir u¢ matris iken
A-(B-C)=(A-B)-C

|A b] genisletilmis matrisini Ust Uggen matris haline getirirken sirasiyla E54, E3q ve E3,

matrisleriyle carpmistik. Yukaridaki teoremden

(E32(E31(E21[A b]))) — (E32E31E21)[A b]

elde edilir.Yani oncelikle E3,, E5; ve E54 birbirleriyle carpip, ortaya ¢ikan ¢garpim matrisini
— [A b] ile genisletilmis matrisi ile carparsak direk ust uggen matris elde ederiz.
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1 0 O
(EspE31Ez) =(-2 1 0
3 -1 1
Yukaridaki matris [A b] ile c;arplllrsa

O 4 -2 2
el s el
3 —1 7 10 0 4 ' 8
or. Baslangigta gordugiimiiz
X1+ Xy = —
2x1+3x, =0

lineer denklem sistemini birim matrisler yardimiyla ¢ozelim. Bu sistemi asagidaki sekilde
matrisler ¢carpimi seklinde gosterebiliriz:

) el =17
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Bu sisteme karsilik gelen genisletilmis matris:
[ 1 1 | - 1]
2 3 0
Bu matrisin ust ug¢gen olabilmesi icin, yalnizca ikinci satirinin ilk elemaninin 0 olamasi

yeterlidir. Bu matris ile ¢arpildiginda ilk satira dokunmayip, ikinci satira birinci satirin -2
katini ekleyen matris asagidaki gibi olur:

Ey =

21

5 x5 ol=le 1 %]

Son satirdan x, = 2 olur. Bu deger ilk denklemde yerine konulursa:
X1+ x, = —
x1+2=-1
X = —3.
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or.2x1 + x5 + 3x3 =1 Lineer denklem sistemini ¢ozelim.
2X1 + 6x, +8x3 =3
6x,+8x, + 18x3 =5

2 1 3 1
Bu sisteme ait genisletilmis katsayilar matrisini [2 6 8 3] olur. Bu matrisi ust uggen
8 18 5
matris haline getlrmek icin asagldakl |slemler| yapallm

1 0 1
-1 olx|z 6 s 3- [ s 2
0 0 1 6 8 18 5
1 0 O 2 1 3 1 2 1 3 1
o 1 o[x[o s 5 2= 5 5 2
-3 0 1 6 8 18' 5 0 5 9 2
1 0 O 2 1 3 |1 2 1 3 1
0 1 O0Ofx|0 5 5 2=l0 5 5 2]
0 —1 1 0 5 9 2 0 0 4 0




Matrisin son satirindan x3 = 0 bulunur. Matrisin ikinci satirindan 5x, +5:0 = 2 olup x, = -

bulunur. Matrisin ilk satirindan 2x; + % +3-0=1o0lup x; = 1% elde edilir.

Elementer Satir Islemleriyle Lineer Denklem Sistemi Cozimii
Lineer denklem sistemlerini elementer satir islemleriyle de ¢ozebiliriz. Bu islemler sunlardir:
Elementer Satir Islemleri (Elementary Row Operations)

|. Iki denklemin yerini degistirmek: verilen bir lineer denklem sisteminde herhangi iki
denklem birbirleriyle yer degistirebilir. Notasyon olarak ornegin eger i. denklem ile j.
denklem yer degistirmisse, bunu

RLHR]

ile gosterecegiz.

15
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2. Bir denklemi bir say: (bir skaler) ile carpmak: verilen bir lineer denklem sisteminde
herhangi bir denklemi herhangi bir sayi ile ¢arpabiliriz. Notasyon olarak eger i. denklem
k gibi bir skalerle ¢arpilmisssa bu,

Ri «— le
ile gosterilir.

3. Iki denklemi (birer skalerle carpip) toplayarak elde edilen yeni denklemi toplanan
denklemlerden biri ile yer degistirmek: sistemde herhangi iki denklemi skalelerle carpip
(yada carpmayip) toplayabiliriz. Ortaya ¢ikan yeni denklemi toplama katilan
denklemlerden birinin yerine yazabiliriz. Notasyon olarak diyelimki i. denklemi k

sklaeriyle,j. denklemi ise m skaleriyle ¢carpip iki denklemi toplayalim, ortaya ¢ikan
denklemi j. denklemle yer degistirelim. Bunu

ile gosterecegiz.
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Burada onemli nokta, bahsedilen elemeneter satir islemleri sonucunda siteminin ¢ozumunun
degismedigidir.
y

Satir Eselon Form (Row Echelon Form)

Bir lineer denklem sistemi elementer satir islemleri yardimiyla ¢ozerken, bu islemleri
kullanarak genisletilmis matrisi ([4 D] ) ‘satir eselon form’ a getiririz. Bu kavrami anlamak
oncelikle pivot kavraminin tanimini yapalim.

Pivot (Oncli Eleman)
Matriste bir satirin pivotu o satirda 0’dan farkl ilk elemandir.

0 (3)
0 0

Pivotlar

or.

17
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Satir Eselon Form (Row Echelon Form)

Bir matrisin satir eselon formda olmasi igin su sartlarin tamamini saglamasi gerekir:

|. Her pivot bir onceki satirin pivotunun altinda ve saginda yer almalidir.

2. Pivotlarin alti 0 yapilmahdir.
3. Matriste tamami 0’dan olusan elemanlar matrisin en altinda yer almahdir.

Not: Satir eselon formda genelde pivotlar 1 yapilir.

or. Satir e§elon formda olan matris ornekleri

15
3_31 54 [13—24] 0 1
"1lo 1 5 o [0 0O

0 0 3 0 0
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or.Asagidaki lineer denklem sistemini genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir
islemleriyle satir eselon forma getirerek ¢ozunuz.

X1 +2x, —x3 =1

2x1 + x5 +4x3 = 2

3x;1 +3x, +4x3 =1

¢ 1 R, « —2R; + R, ¢ 1
4 2 = —3 6 0
i 3 4 ] i 3 4 1 il
_ T p 1 o T
R, « —3R; + R, 1 2 —1 9 & (—g) 2 1 2 —1
= 0 -3 6 0 = 0 1 —2
0 -3 7 —2 0 -3 7
- ‘_'_’ — -
birinci pivotun
alt1 0 yapildi
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1 2 -1 | I | |
R; <« 3R, + R;
0 1 —2 1 0 _ 0 1 -2 1 0
0 -3 7 | -2 0 0 1| -2

Katsayilar matrisi satir eselon forma geldiginden elementer satir islemlerini burada
sonlandirip yerine koyma methoduyla x3, x, ve x; degerlerini bulabiliriz. Ama istersek de
yine elementer satir islemlerini kullanarak pivotlarin ustunu de 0 yapabiliriz. Boylece x, x5

ve x3 degerleri direkt ortaya c¢ikar.

12 -1| 1| g —2p, +R, 0 3
0 1 =21 0 = 1 -2 0
0 0 1 | -2 i 0 1 | -2
- - i 0
R, « 2R; + R, 0 3 | 1| Rie—-3R3+R )
= 0 0 —4 =
0 0 1 | -2 i 0




1 0 0 7
0 1 0 —4 |  Bu matristen x3 = —2,x, = —4 ve x; = 7 bulunur.
0 0 1 —2

or.Asagidaki lineer denklem sistemini genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir
islemleriyle satir eselon forma getirerek ¢ozunuz.

3x, — 6x3 +6x4 +4x5 = =5

3x1—7x, +8x3 —5x, + 8x =9
3x1—9x, +12x3 —9x, + 6x5 = 15

0O 3 -6 6 4 | -5 3 -9 12 -9 6 | 15
R{ © R;
3 -7 8 -5 8 9 - 3 -7 8 -5 9
3 -9 12 -9 6 | 15 B O 3 -6 6 4 =5
- 4 R, « 3R, r
_ _ _ 3 -9 12 -9
R, «R,—R, |3 9 12 -9 6 | 15 R, < 2R,

0 2 -4 4 2 | —6 0 6 —-12 12

0 3 —6 6 4 -5 0 6 —-12 12 3

15
—18

—10




R; « R; — R,

1
Rl(_R1'§
1
Rz(_R2°g
1
R3(—R3'E

-9 12 -9 6 15
6 —12 12 6 —18

-3 4 -3 2 5
1 —2 2 1 -3
0 0 0 1 4

Yukarida satir esolon forma gelmis matristen:

Xg = 4
Xy, —2X3 +2X4 + X5 = —3
X1—3Xy +4x3 —3x4 + 2x5 =5
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xz = 4, ikinci ve ucuncu denklemde yerine konulurusa:
Xy —2X3 +2x4 = —7
X1—3x, +4x3 —3x, = —3
elde edilir. Birinci denklemde x, yalniz birakilirsa:
Xy = —7 +2x3 —2Xx4
olur. Bu deger ikinci denklemde yazilirsa:
x1—3(—=7 +2x3 —2x,4) +4x3 —3x, = —3
X1= 2X3 — 3x, — 24
olur. Sistemin ¢cozum kumesi:
X1= 2X3 — 3x, — 24
X, = —7 +2x3 —2x4
Xg = 4
Burada x5 ve x, bagimsiz degiskendir, her degeri alabilir. x; ve x, bagiml
degiskendir, x3 ve x, ‘e bagimhdir. Ornegin, x3 ve x, ‘U 1 alirsak, x; = —25, x, = —7,

olur. (—25,—-7,1,1,4 ) sistemin bir ¢cozimu olur.
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X3 ve X, ‘e farkh degerler vererek sonsuz ¢cozum elde edebiliriz.

or. Lineer denklem sisteminin bir uygulamasi olarak kimyasal tepkimeleri dusunebiliriz.
Genel olarak bir kimyasal tepkimede tepkimeye giren molekul sayisi ile tepkimeden c¢ikan
molekul sayilari ayni olmak zorundadir.

Buna gore asagida gosterilen kimyasal tepkimede tepkimeye giren ve ¢ikan molekuller hangi
oranda alinmahdir?

C,Hg + 0, - CO, + H,0
Cozum.
a(C,Hg) + b(0;) = ¢(CO,) + d(H,0)
Denkleme giren karbon sayilar esit olmak zorunda oldugundan: 2a =c¢
Denkleme giren hidrojen sayilari esit olmak zorunda oldugundan: 6a = 2d

Denkleme giren oksijen sayilari esit olmak zorunda oldugundan: 2b = 2c¢ +d
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Buradan asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
2a—c=0
6a —2d =0
2b—2c—d=0
Denklem sistemine ait genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir islemleriyle satir
eselon forma getirelim.

[2 0 —1 0 0] R,< —3R,+R,

0 0 3 —2 0
0 2 -2 -1 0

6 0 0 —2 0
0 2 -2 -1 0

2 0 —1 OO]

R, & R;

0 2 -2 -1 0
0 0 3 -2 0
Satir eselon forma getirilmis matrisin son satirindan:
3c—2d =0

2d
“T73
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Buradan asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
2a—c=0
6a —2d =0
2b—2c—d=0
Denklem sistemine ait genisletilmis katsayilar matrisini elementer satir islemleriyle satir
eselon forma getirelim.

[2 0 —1 0 0] R,< —3R,+R,

0 0 3 —2 0
0 2 -2 -1 0

6 0 0 —2 0
0 2 -2 -1 0

2 0 —1 OO]

R, & R;

0 2 -2 -1 0
0 0 3 -2 0
Satir eselon forma getirilmis matrisin son satirindan:
3c—2d =0

2d
“T73
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Satir eselon forma getirilmis matrisin ikinci satirindan:

2b—2c—d =0
_7d
6
Satir eselon forma getirilmis matrisin birinci satirindan:
2a—c=0
o d
T3
Burada d bagimsiz degiskendir; a, b ve ¢ degiskenleri ise d’ye bagli bagimh degiskenlerdir.
d/3"
7d/6 sistemin ¢ozumudur.
2d/3 : '
L d .
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Lineer Denklem Sisteminin Cozumunun Varligi

Elimizde iki bilinmeyenli iki denklem olsun:

ax + by =c

dx +ey=f
Bu denklemler R? de birer dogru ile gosterilebilirler. Bu dogrularin birbirlerine gore 3
durumu vardir. Bu 3 duruma gore sistemin ¢cozumunun var olup olmadigindan soz edebiliriz.

| ki dogru tek bir noktada kesisebilir. Bu durumda sistem tutarlidir (consistent) ve sistemin
tek bir cozumu vardir. Denklemler birbirinden bagimisizdir (birbirlerinden turetilemezler).

or.x — 2y =—2 ve x + 2y = 4 olarak verilen lineer denklem sisteminin ¢gozumunun var
olup olmadigina bakalim.

x — 2y = —2 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.
x + 2y = 4 denkleminin dogrusu (0,2) ve (4,0) noktalarindan geger.

28
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cozum kumesi

Sistemin ¢ozum kumesi dogrularin kesisme noktasidir.

2 . Iki dogru hicbir noktada kesismez. Bu durumda dogrular birbirine paraleldir. Sistem
tutarsizdir (inconsistent). Cozum yoktur.

or.x — 2y = —2 ve 2x — 4y = 8 olarak verilen lineer denklem sisteminin ¢ozumunun
var olup olmadigina bakalim.

x — 2y = —2 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.

2x — 4y = 8 denkleminin dogrusu (0,—2) ve (4,0) noktalarindan gecer.
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X — Zy = —2 Doérular

2/ birbirine
1 ) v — paralel.
x—4y =38 Cozim yok.
1 2 3

4

2

3 .lki dogru her noktada kesisir. Bu durumda dogrular ¢akisir. Sistemin sonsuz ¢cozumu
vardir. Denklemler biribirinden elde edilmistir. Denklemler biribirlerine bagimhdirlar.

or.x —2y =—2 ve 2x —4y = —4 olarak verilen lineer denklem sisteminin ¢ozumunun
var olup olmadigina bakalim.

x — 2y = —2 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.
2x — 4y = —4 denkleminin dogrusu (0,1) ve (—2,0) noktalarindan geger.

Dolayisiyla bu iki dogru tam olarak gakisir.
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x—2y = —2
2x —4y = —4

= N
—
N
w

Tek bir dogru var. Bu dogru uzerindeki her nokta sistemin ¢ozumudur. Bu dogru uzerindeki
her nokta birinci denklemi de saglar, ikinci denklemi de saglar. Dolayisiyla sonsuz ¢cozum
vardir.
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