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VEKTOR UZAYLARI (Vector Spaces)

V bir vektorler kumesi olsun.Ve bu kume uzerinde reel sayi ile garpma ve vektorlerin
toplanmasi tanimli olsun.

Vu,v €eVveVabe€ Riginau + bv € V,oluyorsa yani I’’den alinan tum vektorlerin
lineer kombinasyonu yine V' kumesi icerisinde oluyorsa V' kumesi bir vektor uzayi olur.

Demekki vektorlerden olusan bir kumenin bir vektor uzay! oldugunu gostermek igin bu

kumeden herhangi iki vektor alip, bunlarin lineer kombinasyonunda yine bu kumenin
elemani oldugunu gostermemiz gerekir.

or.W = {[Z] :a,b € Z} kumesi bir vektor uzayr midir?

a = 0.5 ve f = 0 katsayilarini [g] , [_32] e W vektorlerini alirsak a [g] + f [_32] = [3}2]

W kumesinin elemani olmayacagi icin W kumesi bir vektor uzayi degildir.
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VEKTOR UZAYLARI

V kumesinin vektor uzayi oldugu gosterilirken ya :

Vu,v €VveVa,b€ Riginau + bv € V oldugunu gosteririz; yada iki asamada

1) VueV veVae R iginau €V oldugunu -VE-
2) Yu,v € Vigin u+ v €V oldugunu gosteririz.

| nolu sart saglanmiyorsa 2’ye gegmeyiz direkt vektor uzay: degildir deriz.

Bir onceki ornek igin

a=05veu= [g] e Wigin au € W oldugundan W bir vektor uzay: degildir deriz.
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VEKTOR UZAYLARI

or. P2 kumesi ikinci dereceden polinomlarin kumesi olsun:
P2 = {at? + bt + c:a, b, c eR}

Bu durumda bir P2 vektor uzayidir.
Gercekten,

)k €R ve p = at? + bt + ¢ € P2 icin kp = kat? + kbt + kc olur. Iki reeel sayinin carpimi
yine bir reel sayi oldugundan ka, kb, kc €R olup kp € P2 olur.

2) p1l = a t? + byt + ¢;€ P2 (ay, by, cq €ER) ve

p2 = a,t* + byt + c,€ P2 (ay, by, ¢, €R) elemanlarini alalim. Bunlarin toplami
pl+p2=(a; +a)t*+ (by + by)t + (c1 + ¢3)

olur. Herhangi iki reel sayinin toplami yine reel say1 oldugundan,

(ay + a,),(by + by),(cy + c3) €R olup p1 + p2 € P2 olur.

®
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VEKTOR UZAYLARI

or.W = {(xl,xz,x3)|x2 = \/Exg} kumesi bir vektor uzayr midir?

GCozum. W kumesi 3 boyutlu vektorlerden olusur ve bu vektorlerin ortak ozelligi 2.

bilesenin, 3. bilesenin V2 kati olmasidir; yani ii¢ boyutlu bir vektor bu sarti saglamasi
sartiyla W’nin bir elemani olabilir.

Bir x € W alalim, bu durumda x, = v/2x5 &zelligi hali hazirda saglanmaktadir. Bir k reel

sayisi alalim, bu durumda kx = (kxq, kx,, kx3) olur. kx, = V2kx; olacagindan kx € W
olur.

Simdi y € W alalim. Bu durumda y, = V2ys saglanir. x, = V2x3 ve y, = V/2y, taraf tarafa

toplanirsa x, + y,=V2 (x5 + y3) olur.Yani toplam sonucu olusan x + y vektorunun ikinci

bileseni olan x, + y,, bu vektorun uguncu bileseninin V2 katina esit olur. O halde x + y
vektoru de W’nin bir elemani olur.

W kumesi aradigimiz iki sarti da sagladigindan W kumesi bir vektor uzayidir.
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GERME (Span)

vl v2 ... v" vektorleri eger bir W vektor uzayinin her elemanini herhangi bir lineer
kombinasyonlari ile uretebiliyorlarsa bu vektorlere Wuzayini geriyor denir.

Bir baska deyisle,W’nin her u elemani igin ¢y, ¢, ..., ¢, katsayilari bulunabiliyor oyleki

vl + v+ + ™ = u
olur.

(Yani bir uzayi geren vektorler, o uzayin butun elemanlarini uretebilen vektorlerdir; geren
vektorlerden gesitli miktarlarda alarak uzayin buttin vektorlerini uretebiliriz)

17 [07 [2
or. [0] , [1] , [3] vektorler kiimesinin R3’te liclincii bileseni 0 olan vektorlerden olusan
0l L0l LO

uzayi gerdigini gosteriniz.
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V1 171 [0] [2
V2| | v,V € R seklinde gosterebiliriz. Bu kimenin {{0|,|1[, 3| kumesi
0

tarafindan gerildigini gostermek igin V’nin her elemanin bu kumenin elemanlarinin bir lineer kombinasyonu

¢ozUm. Burada gerilen uzay V = {

seklinde olusturabildigimizi gostermemiz gerekir. Bunun igin ornegin [—1] vektorunu alalim.V ‘ye ait bu ornegin
{[O] ) [1] , [3” kiimesinin elemanlari tarafindan olusturuldugunu gostermek igin oyle a, b, ¢ katsayilari
bulabilmeliyizki bu katsayilarla bu kumenin elemanlari ¢arpilip toplandiginda [—1] vektoru elde edilsin.

3 1

—1[{=a]|0

0 0

olacak sekilde a, b, ¢ katsayilar var ise ilgilendiéimiz kume V’yi gerer diyebiliriz.

B

b + 3¢
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Buradan 3=a+2c
—1=b+3c
lineer denklem sistemi bulunur. Burada denklem sayisi 2, fakat bilinmeyen sayisi 3 oldugundan ¢ozum bir

Ve v Ve o o . 3_a . of o . .
degiskene bagl olur. Bu degisken a olsun. Birinci denklemden ¢ = — bilunur. Bu, ikinci denklemde yerine

a—11

1
konulursa b = > olur. a yerine 1 verdigimizde siztemin bir cozumu [—4] olur. Buldugumuz bu katsayilari
1

el -

171 07 [2 3
olur. Boylece {[O‘ , [1‘ , [BB kimesinin elemanlarini kullanarak I’’nin herhangi bir elemani olan [—1] vektorunu
0l LOJ LO 0

geren kumede yerine koyarsak

+1-

2
3
0

0
1
0

(1] 0

uretebilmis oluruz. Soylede dusunebiliriz: | 0| vektorunden 1 birim alip bunun uzerine, 1] vektorunu ters yonde
L0 .0
(2] [ 3

4 kat buyuterek ekledik, bununda uzerine | 3| vekrorunden | birim aldik, ve aradigimiz | —1| vektorunu urettik.
10 L 0

®
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Farkli olarak ornegin a = 2 alirsak, b = —ovec=r- olur. Geren kiimenin elemanlarindan bu oranlarda
3
aldigimizda yine aradigimiz | —1 | vektorunu uretebiliriz:
0

2 bl

Vektor uzayinin belirli bir elemanini uretirken geren kumenin elemanlarini farkh oranlarda alabilmemizin nedeni,
yani geren kumenin elemanlarina (vektorlere) karsilik gelen katsayilarin sabit olmamasinin nedeni bu vektorlerin
kendi icinde lineer olarak bagimsiz olmamasidir. Gergekten

0 2

|-l

0 0

oldugundan geren kimenin uguncu vektoru ilk iki vektorunun bir lineer kombinasyonu seklinde olusturulabilir. Bu
noktada BAZ kavrami ortaya cikar. Kisaca, geren kume ayni zamanda bir bazsa bu kumedeki tum vektorler
birbirinden bagimsizdir ve gerdikleri kumenin elemanlarini (vektorlerini) yalnizca bir sekilde olusturabilirler.
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0
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BAZ (Basis)

Yukarida gordugumuz germe’ye ek olarak, uzayi geren vektorler ayni zamanda (kendi
iclerinde) lineer olarak bagimsizsa (birbirlerini Uretemiyorlarsa) bu vektorlere uzayin bir
bazi denir.

Formal olarak soyle dusunilebilir:

vl v? ..., v™ vektorleri bir W vektor uzayini gererken, bu vektorler ayni zamanda lineer
olarak bagimsizsa yani

cvt + v+t =0
esitligi yalnizca ¢; = ¢, = --- = ¢;, = 0 oldugunda saglaniyorsa v', v?, ..., v™ vektorlerine
W vektor uzayinin bir bazidir denir.

11 [07 [O
or. [O] , [1] , [O] kiimesi R3’Un bir bazidir.Yani R3’teki her vektor, yani bilesenleri bir reel
0l L0J 11

sayl olan 3 boyutlu her vektor, bu kumenin vektorlerinin bir lineer kombinasyonu olarak
uretilebilir, ve bu uretim tektir; yani bazin her bir vektorunden ne kadar alacagimiz kesindir.

®
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a

R3’ten bir [b] vektoru alalim. Bu vektor
C

1 0 0 a
a-|0l+b-|1|+c-|0 =[b]
0 0 1 c
seklinde a, b ve ¢ katsayilari ile bazin vektorleri ile birlikte kullanilarak elde edilebilir.

Teorem. v, v?, .., v™ vektorleri bir W vektor uzayini gersin ayni zamanda lineer bagimsiz
olsun (baz olsun). Bu durumda W’nin vektorleri vl v?, ..., v™ vektorlerinin yalnizca bir
lineer kombinasyonu seklinde olusturulabilir.

Kanit.

Bu teoremi olmayana ergi yontemi ile kanitlayacagiz. Yani teoremin tersini dogru kabul
edecegiz, daha sonra bu kabulun gercekle gelistigini gostererek teoremin tersinin yanlis
oldugunu, dolayisiyla kendinin dogru oldugunu gosterecegiz.

Kabul edelimki teoremimiz yanlis olsun. Bu durumda bir W’ye ait bir w vektoru
vl v2 ... v™ vektorleri tarafindan iki sekilde olusturulabilinir:

®
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cvl + v+t vt =w
dyvt+dv?+ - +d, vt =w
olacak sekilde hem c4, ¢y, ..., ¢, katsayilari hemde d4, d, ..., d,, katsayilari var olsun. Bu iki
denklem birbirinden cikartilarak 0 vektoru elde edilir:
(c;—d)vi + (c,—dy)v? + -+ (c,—d )v™* =0
vl v?, ..., v™ vektorleri lineer olarak bagimsiz oldugundan bu vektorlerin bir lineer
kombinasyonunun 0 vektorune esit olmasi ancak tum katsayilarin 0 olmasi ile mumkundur.

Cl_d1=0
Cz—d2=0
c, —d, =0

olup ¢; = dq,¢c; = djy, ..., ¢, = dy, olur.Yani w vektorunun ikinci bir sekilde, farkli katsayilarla,
olusturulmasi mumkun degildir. Bu ise, W’ye ait bir w vektoru vl v? ... v" vektorleri

tarafindan iki sekilde olusturulabilinir kabulu ile ¢elisir; teoremin tersi yanlistir, o halde kendi
dogrudur.
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Teorem. v1, v?, ..., v™ vektorleri bir vektor uzayinin bir bazi olsun. Bu durumda bu
vektorlerden herhangi birinin yerini bu vektorlerin bir lineer kombinasyonu alabilir. Geri
kalan n — 1 adet vektor ve lineer kombinasyon sonucu ortaya ¢ikan yeni vektor birleserek
yeni bir baz olustururlar.

171 117 [0
or. {[O] , [1] , lOB kiimesi R3 icin bir bazdir. Bu vektorlerin bir linner kombinasyonu alalim:
0l L0J L2

b bl

Bu vektoru bazi olusturan vektorlerden herhangi biri ile yer degistirdigimizde olusan

o bl

kiimesi de R3 icin bir baz olur. Bu sekilde sonsuz baz uretilebilir. Fakat lineer
kombinasyonla olusan vektor var olan bir vektrun yerini aldigindan bazi olusturan
@ektérlerin toplam sayisi degismez, ayni kalir.

+3-

1
1
0
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Bir Vektor Uzayinin Boyutu

Bir vektor uzayinin boyutu, bu vektor uzayina baz olan bir kumedeki vektor sayisi kadardir.
171 117 [0

or. {lO] , ll] : IOB kimesi R (in bir baz oldugunu soylemistik. Burada 3 adet vektor vardir,
0l 101 12

o halde gerdigi uzayin boyutu da 3 ‘tur.

14
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