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lc Carpim — Nokta Carpim (Dot Product)

lki n — boyutlu vektorun i¢ carpimi, karsilikli bilesenlerin garpilarak toplanmasiyla ortaya
cikan sayidir. Formal olarak,

u ve v n — boyutlu iki vektor olsun. Su halde i¢ ¢arpim:

U - v=<uUv>= U+ -+ UV, = D UV

or.R3 dekiu = (2,1,4) ile v = (4,0, —0.5) vektorlerinin i¢c carpimlarini hesaplayalim:

u-v=2-44+1-04+4--05=6

Not. I¢ carpim isleminde, daha 6nce gordigiimiiz vektdr islermlerinden (skalerle carpma,
toplama, ¢ikarma) farkli olarak sonug bir reel sayidir, bir vektor degildir.
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Ic Carpimin Cebirsel Ozellikleri
1. u -v =v-u (degisme ozelligi)
2. (u+v)-w=u-w+v-w (ic carpimin vektor toplama uzerine dagilma ozelligi)

3. (ku) - v = k(u - v) (k bir reel say1 olmak lizere)

or. (agirlikh toplama) Diyelimki bir kisi 3 kg elma, 2.5 kg muz, | kg armut ve 4 kg cilek alsin.
Elmanin, muzun, armutun ve cilegin bir kilo fiyatlari sirasiyla 3.5,4,7 ve 12 TL olsun. Bu
durumda bu kisinin bu alisveris sonucunda odeyecegi parayi i¢ ¢carpimla bulabiliriz.

Fiyat vektoru u olsun:u = (3.5,4,7,12)
Her bir uriinden kagar kilo alinacaginida v vektoru gostersin : v = (3,2.5,1, 4).

Su halde toplam ucret:
u-v=35-3+4-25+7-1+12-4=755
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l¢ Carpimin Geotmetrik Yorumu
u = (ug,uy) ve v = (vq,v,), R?de iki vektor olsun, ve aralarindaki aci 8 olsun.

u

0

Bu vektorleri v vektorununun dikeyde uzunlugu olmayana kadar dondurursek(yani yatayla
paralel olacak sekilde) asagidaki gibi olur:

Uu
/,9/ .

v
Bu durumda v, (yani dikeydeki buyukluk) 0 olur (v, = 0) ve yataydaki buyukluk v

vektorinun kendi buyiikligi olur: v; = ||v||. Bu halde i¢ garpim:
U -V =Uvp + Upv, = uq||

U4, yYani u vektoruniniin yatayda buyukligi ||u||cos8 idi. Bu biyuklik yukarida yerine
yazilirsa:
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u - v = |lullllvlicosd

olur. Sonuc olarak iki vektorun i¢ carpimi, bu vektorun uzunluklari ile aralarindaki acinin
kosinusu carpilarak da bulunabilir.

Yukaridaki denklemde cos6 yalniz birakilirsa:

u -v

cosf =

[ullllvl
olur. Bu deger iki vektorun birbirine benzerliginin hesaplanmasinda kullanilabilir.

Hatirlanirsa, bir agi azaldik¢a bu aginin kosinusu buyur idi. Su halde iki vektor arasindaki aci
azlairsa, bu vektorler arasindaki acinin kosinusu buyur: yani iki vektorun birbirine benzerligi

artar.
u

6 v v} v

Benzerlik cok
(6 kuguk, kosinus buyuk)

Benzerlik az
(6 buyuk , kosinus kuguk)
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or. |. cumle:‘Seni sevmeyen olsiin’, 2.cumle: ‘Sev seni seveni’, 3. cumle: ‘Sevmekten kim usanir’

cumlelerinin birbirlerine olan cosine benzerliklerini bulunuz.

Sen Sevmek | Olmek Kim | Usanmak
|.cumle I I I 0 0
2. cumle I 2 0 0 0
3.cumle 0 I 0 I I

|.cumle (1,1,1,0,0); 2. cuimle (1,2,0,0,0); 3. cumle (0,1,0,1,1);

) ) 1-1+1:-24+1:04+40-04+0-0
cos(1.cumle, 2.cimle) = = 0.77

V12 + 12 + 12 -4/12 4 22

. . 1-0+1-14+1-0+0-1+4+0-1
cos(1.cumle, 3.ciimle) = — 041

V12 +12 4+ 12 -+/12 + 12

@ oldugundan. 2. cumle, |. cumleye daha benzerdir.
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Ic Carpim ve Vektor Buyukligi

v; n boyutlu bir vektor olsun: v = (vy, ..., 1,;) € R™. Bu vektorun kendisiyle i¢ carpimi
Vv =00+ Uy, = VE 4+ 02

olur.

Hatirlarsak v vektorinin oklid uzunlugunu ||v|| = \/vlz + --- + v7 olarak hesapliyorduk. Su

halde
vl =+v -v

wll*=v-v

seklinde hesaplayabiliriz.
or.v = (—3,4,5) € R3 vektorinin biyikligi nedir?

v vektoriiniin biyikligi: ||v]| = /(—3,4,5)(=3,4,5) = V=32 + 42 + 52 = 5/2
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Ic Carpim ve Vektor Buyukligi

Not: Bazi kaynaklarda iki vektoriin i¢ carpimi u - v degil, u” - v yada kisaca u’ v olarak
gosterilir. Aslinda dogrusu da budur, ¢inku normalde iki tane ayni boyutlu vektor (ic)
carpilirken ilk vektorun satir; ikinci vektorun kolon vektoru olmasi gerekir (bunun neden
boyle olmasi gerektigini matrisler konusunda daha iyi anlayacagiz). O yuzden ilk vektorun
satir vektori oldugunu gostermek icin u” kullanilir; burada st indis olan T transpoze
(dondurme) anlamina gelir. Biz, tanspozu matrisler konusuna gelince gorecegimizden
simdilik i¢ carpimi u - v ile yada < u, v > ile gosterecegiz.

Ama normalde iki vektorun i¢ ¢arpimi sudur:

(%1
<uv>= Uy .., Uyl - []
Un
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Iki Vektorun Birbirine Uzakligi
2 of o .o . . _ . . V)
u ve v, R* de iki vektor olsun: u = (uq, u,) ve v = (v4,v,). u ve v vektorleri arasi uzakhg

d(u,v) ile gosterelim.

u; — v

Pisagor teoreminden: d(u,v) = /(u; — v1)% + (v, — uy)?

= Ju? +v? — 2u v, +v? +u? - 2v,u,

= Ju? +uZ +v? + vZ -2 vy + vuy)
=\/u-u+v-v—2(u-v)




dw,v) =Ju-u+v-v—21u-v)

dw,v) =/ (u—v)-(u—7o)
d(u,v) = [|[(u—v)l

or. Diyelimki K1, K2, K3 ve K4 kodlu 4 kisi ve M|, M2, M3, M4, ve M5 kodlu 5 film olsun.
Asagidaki tablo bu kisilerin bu filmlere verdigi puanlari gostersin. Amacimiz K4’un M5’e
verdigi puani tahmin etmek olsun. Bu durumda izlenilecek bir strateji, once K4’e en yakin
kisiyi bulmak, daha sonra bulunan kisinin M5’e verdigi puani K4’un puani olarak tahmin
etmek.

MI M2 M3 M4 M5
Kl 3 8 7 5 5
K2 4 9 8 9 7
K3 2 7 5 4 3
K4 4 8 6 7 ?
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MI M2 M3 M4 M5

LKl 3 8 7 5 5
K2 4 9 8 9 7
K3 2 7 5 4 3
< K4 4 8 6 7 ?

d(K4,K1) =+/(1,0,1,2) - (1,0,1,2) = V6
d(K4,K2) =+/(0,1,2,2) - (0,1,2,2) =9
d(K4,K3) =+/(2,1,1,3) - (2,1,1,3) = V15

oldugundan K4’e en yakin kisi KI'dir. K1 kisinin M5 icin puani 5 oldugundan, K4’un M5 icin
puanini 5 olarak tahmin ederiz.

@ 11
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M| M2 M3 M4 M5
LK 3 8 7 5 5

K2 4 9 8 9 7
K3 2 7 5 4 3
< K4 4 8 6 7 ?

Birde vektorlerin cosinus benzerliklerini hesaplayalim:
<(3,8,7,5),(48,6,7) >
cos(K1,K4) = = 0.98
V32 +82 4+ 72 +52.V42 + 82 4 62 + 72

<(4989),(486,7) >
cos(K2,K4) = = 0.99
V42 +92 + 82 +92 . V42 + 82 4 62 + 72

< (2,7,5,4),(4,8,6,7) >
cos(K3,K4) = = 0.97
V22 + 72 + 52 4+ 42 .4/42 + 82 4+ 62 4 72

. Cosinus benzerligi dikkate alindiginda K4 kullanicisina en yakin kullanici K2 ¢ikmaktadir.
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LINEER TRANSFORMASYON
f: R™ - R™ bir fonksiyon olsun. Lineer Cebirde 3 temel gorevimiz vardir:
|. Verilen bir x € R™ icin f(x) € R™ i bulmak

2. Verilen biry € R™ icin f(x) = y olacak sekilde x € R™ i bulmak (goriintiisu y
vektoru olan x vektorunu bulmak)

3. f(x) = Ax olacak sekilde x vektoriinu ve A skalerini (reel sayisini) bulmak.

Eger f fonksiyonu bir lineer transformasyon ise bu ug gorevi kolaylikla yerine gtirebilliriz.

Lineer Transformasyon:

Bir f: R™ — R™ bir fonksiyonu lineer transformasyon olmasi icin iki sarti saglamasi gerek
ve yeterlidir:

1. a herhangi bir skaler, ve u, R" ‘de herhangi bir vektor olmak tizere f(au) = af (u)
2. uve v, u,R" ‘de herhangi herhangi iki vektor olmak tzere f(u + v) = f(u) + f(v)
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1. f(au) = af (u) demek:
Bir vektorun uzatilmis, yada kisaltilmis halinin goruntusu; goruntunun uzatiimis yada
kisaltilmis haline esit olmaldir.

2. flu+v)=f(u)+ f(v) demek:

Iki vetorun toplaminin goruntusu, bu vektorlerin goruntulerin toplamina esit olmalidir.

. X X1 +Xx : s

or.fi R? > R? f(x)=f (x;) = ( 1x 2) fonksiyonu bir lineer transformasyondur.
1

Bunu kanitlamak igin iki seyi gosterecegiz:

|. f(ax) = af (x) oldugunu gosterelim.

0= 15 =( )= () (1) e

axl C(Xl
2.f(x+vy) = f(x)+ f(y) oldugunu gosterelim.

farn=r(aim) = nis ) =)+ () = rw o)
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or. T: R3 - R fonksiyonu T (xy, x5, Xx3) = ax; + bx, + cx3 olarak tanimlansin
(a, b, c € R). Bu fonksiyonun bir lineer transformasyon oldugunu gosteriniz.

Cozum.
Once T(ax) = aT(x) oldugunu yani vektoriin bir skalerle garpiminin gorinuitisiniin,

vektorun goruntusunun bu skalerle carpilmasina esit oldugunu gosterelim.
T(ax) = T(axq, ax,, ax3) = aaxy + bax, + cax; = a(ax; + bx, + cx3) = aT(x)

Simdiise x,y € R? icin T(x + y) = T(x) + T(y) oldugunu, yani vektorlerin toplaminin
goruntsunun, goruntuler toplamina esit oldugunu gosterelim.
T(x+y) =T +Y1,%2 +Y2,x3 +y3) =alxy +y1) + b(xz +y2) + c(x3 +y3)
= ax; +ay; + bx, + by, + cx3 + cy; = Cfxl + bx, + cx; ;I— \ayl + by, + cygl
Y
= T(x) + T(y)
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or. Rg: R? - R? rotasyon (dondirme) fonksiyonu R? deki bir vektori 8 agisi kadar
dondurur. Bu fonksiyon bir lineer transformasyondur.

Kanit;

|.Rg(ax) = aRg(x) oldugunu gosterelim. Bu, uzatilmis (yada kisaltiimis) vektorin
dondurulmus halinin, vektorun dondurulmus halinin uzatilmasina (yada kisaltilmasina) esit
oldugu anlamina gelir. Gergekten

//\," 2Rq (x / i
Ry (2x) \/ Rl )/ //’
A N

I — I —
X X
\ J
|
2X

(uzatilmis halin dondurulmus hali) (dondurulmus halin uzatilmis hali)



2.Rg(x +y) = Ry(x) + Rg(y) oldugunu gosterelim. Bu, iki vektoriin toplaminin
dondurulmus halinin, bu vektorlerin dondurulmus hallerinin toplamina esit oldugu anlamina

gelir.

Ro(x + y)t Ife(x +¥)
Rg(x)

Ro(y) ’

(dondurulmus vektorlerin toplami)

X
or.f: R > R? f(x)=f (x;) = (x1 -Il-xz) fonksiyonun lineer transform olmadigini

gosterelim.

a=0vex = (1) alimirsa f(ax) = f (8) = ((1)) * (8) = af (x)

17
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Lineer Transformasyonun Genellestirilmesi

Teorem: f: R™ — R™ bir fonksiyonun bir lineer transformasyon olmasi icin gerek ve
yetersart Vx,y € R"veVa,f € Rigin

flax +By) = af(x) + Bf ()

olmasidir.
Kanit: =) f: R™ —» R™ bir lineer transformasyon olsun. f (ax + By) = af (x) + Bf (y)
oldugunu gosterecegiz.

f(ax + By) = flax) + f(By) = af (x) + Bf ()

lineer transformasyonun lineer transformasyonun
ikinci ozelliginden birinci ozelliginden

<) f(ax + By) = af (x) + Bf (y) olsun. f’nin bir lineer transformasyon oldugunu
gosterecegiz.

1. a=1veB =0alnirsa f(ax + By) = f(ax) = af (x) + Bf(y) = af (x)
2. a=1veB =1alnrsa f(ax+By) =f(x+y)=af(x) +Bf(y) =f(x) + f(¥)

18
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Sonug: Bir fonksiyonun lineer transformasyon oldugunu gostermek icin
flax +By) = af(x) + Bf(y)

oldugunu gostermek gereklidir ve yeterlidir.

f(ax + By) = af (x) + Bf (y) nin Dogal Genislemesi
f bir lineer transformasyon iken f(ax + fy) = af (x) + ff (y) ozelligini genisletebiliriz.

x1,x2, ..., x™ R™de m tane vektor olsun:x* € R* (i € {1,...,m})

aq, Ay, ..., &y M tane skaler olsun: @; € R (i € {1,...,m}). Su halde

Flax® + apx? + -+ @px™) = a f () + af () + o+ T f (™)

olur. Bu ifadenin kompakt hali:

f (i al-xi> = i a;f (xt)

=1
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