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Ortogonal Vektorler

u ve v; n boyutlu birer vektor iken, bu iki vektor ortoganal ise; aralarindaki agi 90 ‘dir.
cos(90) = 0 oldugundan; bu iki vektorin i¢ carpimi 0 olur.
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- <u,v>= |lullllvllcos(90)
=0
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Teorem: Ortogonal vektorler lineer olarak bagimsiz vektorlerdir. Birbirlerinden
uretilemezler.

Kanit: Kaniti, olmayana ergi yontemi (OEY) ile yapalim. Bu yontemde kanitlamaya
calistigimiz seyin tersinin yanhs oldugunu gosterecegiz; bu kanitilamaya calistigimiz seyin
dogru oldugu anlamina gelir.

Varsaylimki u, ve v gibi iki ortogonal vektorumuz olsun, ve bu vektorler bagiml vektorler
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u ve v ortogonal vektorler oldugundan < u,v > = 0 olur.
u ve v vektorlerini bagimli olarak kabul ettigimizden a ve b gibi iki 0’dan farkli iki skaler

vardir; oyleki au + bv = 0 olur. Buradan u = —gv = (— Z) (v4, ..., Uy ) elde edilir.

O halde < u,v,> = (—2)171 N Z2EE SETEE o (—2) Up Uy = (—S) (U12 + '“‘"Vv%)

a a

< u,v,>= 0 oldugu icin:

b 2 2
——|wi+-+v5)=0
a
olur. vlz, . v,% pozitif oldugu igin yukaridaki carpimin 0 olmasi —g = (0 olmasi ile

aciklanabilir ki; bu b = 0 anlamina gelir. Bu ise a ve b ‘nin 0’dan farkli oldugu varsayimimizla
celisir. O halde < u,v,> = 0 iken u ve v birbirinden bagimsiz olmak zorundadir.

or.u = (—1,4,3) vektoru ile v = (5,2,—1) vektoruniun ortogonal oldugunu gosteriniz.

Cozim.<u,v,>=-1-54+4-2+4+3-—1 = 0 oldugu icin u ve v vektorleri ortoganaldir.
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Cauchy — Schwarz Esitsizligi

Teorem: u, v € R" olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik her zaman gegerlidir.

[<w,v>| < lufl - vl

Bu esitsizligi daha agik bir ifade ile su sekilde de yazilabiliriz:

1
n n n E
Zulvi < Zulz ZULZ
i=1 i=1 i=1
n 2 n n
Z wv| < ) uf - Z v?
i=1 =1 =1
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Kanit: u, v € R™ , n boyutlu vektorler ve t herhangi bir reel sayi olsun. u + tv gibi bir
vektoru ele alalim.

Not: Daha once i¢ ¢carpimi < u, v > ile gosteriyorduk. Simdi yerden tasarruf etmek
amaciyla direkt uv seklinde gosterecegiz.

Her vektorin kendisi ile i¢ garpimi pozitif olacagindan, (glinki ||u|] = /< u, u > idi)
(u+tv)(u+tv) =0

olur. Buradan
lul|? + tuv + tvu + t?||v]|? = 0
t2||v||? + t2uv + ||u]|? = 0

olup, [|[v]|* = a,2uv = b ve ||u||? = c olarak gosterilirse
at’+bt+c =0

olur. Bu elde edilen esitsizlik t'ye bagl ikinci dereceden bir denklemdir.

Herhangi bir ikinci dereceden denklemde eger A= b? — 4ac > 0 olursa denklemin iki
koku vardir, A= 0 olursa denklemin bir koku; A< 0 ise denklemin koku yoktur.

@&
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Denklemin iki koku olabilmesi igin (yani A> 0 olabilmesi icin) , bazi t degerleri icin
denklemin sonucu negatif olmalidir.

f(t)

A> 0 olma durumu

f (t) buralarda negatif deger aliyor

Fakat her t icin f(t) = 0 oldugundan A> 0 olamaz. O halde A< 0 olmak zorundandir.
b? —4ac <0

olur. [|[v]|? = a, 2uv = b ve ||u||> = ¢ tekrar yerine konursa
4(uv)® — 4lull?llv]|* <0
(uv)? < lull?llv]?
luv| < |[ull - lvl|

elde edilir.
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Cauchy-Schwarz esitsizliginin basit bir ispati su sekilde de yapilabilir:

u ve v vektorleri arasindaki aci 8 olmak uzere:
<u,v>= |ullllvl]lcos(8)
idi. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa:
|[<w,v>| = |[[ullllv|llcos(8)]

olur (burada [|u|| ve ||v]|| uzunluk olup zaten pozitif deger olduklarindan mutlak deger
disina gikarttik).

0 hangi agi olursa olsun cos(6) her zaman [—1, 1] arasinda bir deger alacagindan
|cos(6)| < 1 dir. O halde her zaman

lullllvilicos(@)] < [lullllvl]

\ J
|

[<wu,v>] < lullllvl
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Teorem.(uggen esitsizligi) Bir uggende her zaman bir kenarin uzunlugu diger iki kenarin
uzunluklar toplamindan kuguktur.

Bir baska deyisle u ve v vektorleri ayni boyutlu iki vektor olsun. Bu iki vektorun toplami
olan u + v vektorunun uzunlugu u ve v vektorlerinin uzunlulari toplamindan kuguktur.

lu + || < lull + [[v]
Kanit.
Hatirlarsak ||ul|? =< u, u > = uu idi.
lu +v|I* = [lu+vllllu+ vl = [[ul* + 2uv + ||v]|?
Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa (uv < [|ull||v]])
lu +vll* < llull® + 2|lullllvil + [[v]|*
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lw+vll? < llull® + 2llulllivil + llv]®
lw +vlI* < (lull + IvID?
olur. Buradan
lu + vl < {lull + vl
elde edilir. Bu teorem gosteriyorki daha onceden bildigimiz t¢gen esitsizligi aslinda
Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir uygulamasidir.

Teorem.x = (x4, x5, ..., X,) € R™ n boyutlu herhangi bir vektér olsun. Bu durumda
asagidaki esitsizlik her zaman saglanr.
(X1 + x5 oo+ x,)% < n(xf + x5+ -+ x2)

Bu teoremi ornekleyelim. x; = 3,x, = 4, x3 = 6 olsun. Bu durumda
(3+4+6)%<3(3%+ 4%+ 6%)
169 < 183
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Kanit. Cauchy-Schwarz esitiziliginde

n 2 n n
EuiviSEuiz-Eviz
=1 =1 =1

idi. Burada u vektorini u = (1,1, ..., 1) ve v vektorini v = (x4, x5, ..., X,,) alirsak
IZl uvilf= Loy +1-xp++1-x,)% = (%1 + x5 ... + x,)* olur.

n 1u- =(1*+1°+--+1%) =n

rovf = (xf + x5+ -+ x2) olur. Bu degerler C-S esitsizliginde yerlerine yazilirsa
teorem |spatlanm|§ olur.
or.x = (1,—2,4) ve y = (2,4, —8) vektorleri igin C-S esitsizliginin dogru oldugunu
gosteriniz.

Cozum.
I<x,y>=|1-2—-2-4—-4-8|=|-38| =38

x|l = 12 + =22 + 42 =21
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Iyl = V22 + 42 — 8% = V84

O halde ||x]|||ly]| = V1764 = 42
38 = |[<x,y >| < [[x|[[lyl]| = 42

Geren Kumeler (Spanning Sets)

Vektorler konusuna ilk basladigimizda ozel bir vektor ¢esidi olan birim vektorleri
gormustuk. Bu vektorleri e' ile gosterdik, bu e* vektorinun i. bileseninin 1 diger
bilesenlerinin 0 oldugu anlamina geliyordu.

R? de el = [(1)] ve g% = [(1)] birim vektorlerini ele alalim. Bu vektorlerin gosterimi soyle

olur.

82

el X

11
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R? deki her nokta (vektor) el ve e? vektorlerinin bir lineer
kombinasyonu seklinde yazilabilir! (Informal olarak soyle
diistinebiliriz: R? deki her nokta biraz e! ‘den biraz e? den alinip
bu alinanlar kombine edilerek olusturulabilir.

Ornegin u = [025] € R? vektorini ele alalim.

y

‘e

- [Sl=os[gl+2[3]

(0.5 birim e! ‘den, 2 birim e? ‘den alarak
— u vektorunu olusturduk (turettik) .)

0.5

‘e

X

12
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R? uzayindaki her nokta, el ve e vektérleri tarafindan tiiretilebileceginden, e! ve
e? vektorleri R? uzayini gerer diyecegiz.

{el, e?} kiimesi R* uzayini geren bir kiimedir diyecegiz.

1 0 0
Benzer olarak R3 uzayini el = [0] el = [1],ve ed = [O] vektorleri gerer (yani
0 0 1

R uzayindaki her bir nokta bu ii¢ vektoriin bir lineer kombinasyonu sekilinde
olusturulabilir).

Simdi geren kumeler kavramini yalinizca birim vektorlerin birim vektorlerin bir ozelligiymis
gibi olmaktan ¢ikarip, geren kumeler kavramini genellestirelim.

R™ uzayinda k tane vektorimiiz olsun: vl v2 ..., vk (Bu vektorlerin her birinin n tane
bileseni vardir).

Bu vektorlerin bir lineer kombinasyonu soyle olur:

a, vl + a,v? + -+ a,v-
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av! + a,v? + -+ a,v-

Burada a4, a,, ..., a; katsayilari birer reel sayi ve carpildiklari vektorlerin kombinasyona ne
kadar ve ne yonde (pozitif, negatif) katkida bulunacagini belirtir.

a,ay, ..., a katsayilari degistikge vl ,v?, ..., v* vektorlerinden yeni vektorler tiiretilir. Bu

sekilde iretilebilcek tiim vektorlerin kiimesine v1,v?, ..., v* vektorlerinin gerdigi kiime
denir. Formal olarak soyle gosterilir.
S kiimesi , R™ uzayindan alinan k tane vektoriin kiimesi olsun S = {v1,v?, ..., v¥}.

S kimesinin gerdigi kiime S’deki vektorlerin tim lineer kombinasyonlarinin olusturdugu
vektorlerin kimesidir span(S) ile gosterililir:

span(S) = {alvl +a,v? + -+ apv*|a; eR,VE R, €{1,2, ...,n}}

14
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span(S) = {fllvl + a,v? + -+ akvk} | a; ER, vl € R", i €{1,2, ...,n}}
Y \—Y—/ \ Y J \ Y J \ Y

. . .y _
S kiimesinin elemanlari dyleki @; ler birer pVler R"™de 'ler 1 —narasi
bu sekildedir reel sayidir  birer vektordir. Dir tamsayidir.

Ozel olarak a4, a,, ..., a; katsayilarinin tamami 0 alinirsa R™de 0 vektori elde edilir (tim
bilesenleri 0 olan vektor). Sonug olarak butun geren kumelerde 0 vektoru bulunur.

Germe islemini daha iyi anlamak igin R* de tek bir vektorin gerdigi kimeye bakalim.

X
V= [y] € R? vektorinun gerdigi kime {av |a € R} dir. Buarada a bir skalerdir. Daha once

gormustukki bir vektor bir sklarle ¢arpilirsa ortaya gikan yeni vektor eski vektorle ayni
dogrultuda bir baska vektordur. Su halde tek bir vektorun gerdigi kime bu vektorun
dogrultusundaki noktalarin tumudur.
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Ozel olarak v = [ ] vektorunde eger x = 0 ise v

y
vektorunun gerdigi kume y ekseni,y = 0 ise v

vektorunun gerdigi kume x eksenidir.

or. [_12] , [_63] ve [—48] vektorlerinin gerdigi kimeye bakalim. Bu kume:

{al [_12] + a, [_63] + a; [—48] la,a,,a; € ]R} = {[_czllal_fcézajfgilg] lay,a,,a5 € ]R}

§e|<|indedir.
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{[_Zal + 6612 — 8a3 |Cl1, a,,ds e R

1~ 302 ; ktorune bakildigind | ol | segili ilsei
vektorune bakildiginda aq, a,, as nasil olursa, nasil segilirse segilsein
—2a; + 6a, — 8as 5 1273 ’ ¢ ¢

a, — 3a, + 4a; ] :
—2(ay — 3a, + 4a3) .Su halde ilk
bilesene ornegin x dersek ikinci bilesen -2x olur. Boylece verilen ug vektorun gerdigi
kume su sekilde ifade edilebilir:

(1% em)= [ ]1x e

1 e : . . . .
Bu da [ 2] vektorunun farkl skalerle ¢arpilmasi ile elde edilen bu vektor dogrultusundaki

2. bilesenin ilk bilesenin —2 kati oldugu gorulur:

tum vektorlerin kumesidir.
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san ({[ 5] [6 126l

—2

or. Simdide [_12] , [_63] ve [ﬂ vektorlerinin gerdigi kumeye bakalim. Bu kume:
span ({[ ) (611D =1l 53 + 2y 4 0 10w 2205 € 8]

a; — 3a, + 2a;
—2a4 + 6a, + as
direkt bir bag yoktur ama bu vektor soyle yazilabilir:

Ortaya ¢ikan ] vektorunde birinci bilesen ile ikinci bilesen arasinda
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a — 3a2 + 2a3 ] [ a, — 3a2 ] -2a3]
—2a4 + 6a, + as 2a, + 6a,

a; — 3a, ] [2a3] [ a; — 3a, 1 N [2a3]
—2a4 + 6a, 2(a; — 3a,)]

=[5+ 7] == 5]+ ]
svan (| 5] [ 2] [21) = s (). 2)

olur. Yani [_63] vektorunun vektor turetmeye bir katkisi yoktur. [_12] : [_63] ve ﬁ]

oldugundan

vektorleri ile turetilebilcek her vektor [ 2] ve [1] vektorleri ile zaten turetilebilir. Hatta

1 2 . . 1 2 e T2 :
[_2] ve [1] vektorleri ayni dogrultuda olmadiklarindan, [_2] ve [1] vektorleri ile R* deki

her noktayi (vektoru) turetebiliriz.
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Gergekten ornegin R? den [Il(] gibi bir vektor alip, bunu [ 1 ] ve [ﬂ vektorlerinin bir

—2
lineer kombinasyonu seklinde yazmaya calisalim.

1] =[] + o]

Bu sekilde a,, a, € R katsayilari bulabilirsek [ll(] vektorunu [ 1

—2
k1 [ a1+ 2a,
[l] N [—Zal + aJ

k =a; + 2a,
[ =—-2a;+ a,

] ve [ﬂ vektorlerinde

t'L'lretebiImi:;: oluruz.

olur. Buradan

lineer denklem sistemi elde edilir (lineer denklem sistmelerinin ¢ozumune ileride gokca
vakit ayiracagiz) . Aradigimiz katsayilar a; ve a, idi.Yukaridaki denklem sitemi a; ve a,

ye gore ¢ozulurse:
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k—21 2k+1 .
a, = — ve a, = — elde edilir.
5 5

Ornek olarak [_62] € R? vektorind, [ 1 ] ve [ﬂ vektorlerinin bir lineer kombinasyonu

—2
seklinde elde edelim:

e R HELI ARSI A
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