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Olmayana Ergi Yontemi (Proof by Contradiction)
Matematikteki en temel ispatlama yontemlerinden biridir.

OEY’de dogrulugunu ispatlamak istedigimiz hipotezin tersinin
(zittinin) dogru oldugunu kabul ederiz. Bu kabulun elimizdeki
verilerle bir ¢eliski olusturdugunu ispatlayarak kabulumuzun
yanhs oldugunu; yani hipotezimizin tersinin yanhs oldugunu
gosteririz. Bu halde hipotezimiz dogrudur.

(Tersi yanlissa kendi dogrudur)
or. h = asal sayilar sonsuzdur.

OEY. h'=asal sayilar sonludur. Su durumda p,,, en son ve en
buyuk asal sayi olsun.

k=2X3X:Xpg, + 1 seklinde olusturabilecegimiz bir say:
asal olur (kendinden ve 1 den baska tam sayi boleni yok).

k sayisi p,,,’den buyuktur;su halde p,,, en buyuk asal sayi
olamaz. Celiski olusur. b’ yanlistir; h dogrudur.
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Guvercin Yuvasi Prensibi (Pigeonhole Princible)

Eger bir yerdeki guvercin sayisi, guvercin yuvasi sayisindan fazla
ise, en az bir yuvada birden fazla guvercin vardir.

or. Bir odadaki |3 kisiden en az iki kisi ayni ay dogmustur.
|3 guvercin (kisi), |2 guvercin yuvasi (ay)

or. Istanbul’da ayni sayida sag teline sahip iki kisi vardir.

Bir insandaki toplam sag teli sayisi 0-500.000 arasindadir.

Istanbul’da milyonlarca kisi yasar.

Milyonlarca kisiyi guvercin, sag teli sayisini glivercin yuvasi sayisi
olarak dustinursek ayni sayida sag teline sahip bir ¢ok kisi

&&) bulunabilir.
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Diizenli Olmayan Diller Ornegi

or.L = {0"1™|n = 1} dilini diistinelim. Bu dilin kelimeleri
01,0011,000111 gibi belirli bir sayidaki 0’dan sonra ayni sayida

1 ile devam eden kelimelerdir. Bu dil duzenli degildir.

¢ozum. OEY. Diyelim ki bu dil dizenli olsun, o halde bu dili taniyan k tane
duruma sahip bir DSO vardir.

Kelimeleri esit sayida O ve 1 den olusan bu dilin kelimlerini kabul eden
DSO’nun 1 harflerini okumaya basladiginda daha once kag defa 0 okumus
oldugunu hatirlamasi gerekir. Fakat DSO’larin hatirlama ozelligi ¢ok kisitlidir,
hatta yoktur.

Bunun icin DSO’nun her bir durumu o ana kadar kag tane 0 harfi okundugunu
temsil etsin (gy 0 tane 0 okumayi, g; | tane 0 okumayy,...).

w = 0¥1* kelimesini test edelim.

Bu DSO’da k tane 0 harfini okumak icin, k + 1 tane durum ziyaret edilir
(¢,0,00, ..., 0%). Bu durumda giivercin yuvasi prensibi geregi en az bir durum
birden fazla kez ziyaret edilmistir.
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Diizenli Olmayan Diller Ornegi

Bu durumda O’lari okuduktan sonra vardigimiz durumun o ana kadar okunan 0
sayisini temsil ettiginden emin olamayiz; yani ka¢ 0 okudugumuzu bilemeyiz.

Su durumda boyle bir DSO tasarlayamayiz, bu ise tasarlayabilecegimiz
hipoteziyle gelisir. OEY geregi verilen L dili duzenli degildir.

|. Hafta notlarinda, verilen kelimedeki toplam | sayisinin tek mi ¢ift mi
olduguna karar veren asagidaki otomatay gostermistik. Bu otomada verilen
kelimenin tamamini hafizasinda tutmuyor, her defasinda kelimenin yalnizca bir

tane harfini okuyabiliyordu.
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Pumping Lemma

Pumping lemma, duzenli diller i¢in gegerlidir.Yani bir dil duzenli
ise Pumping lemmayi saglar.

Fakat Pumping lemma, bir dilin duzenli oldugunu degil duzenli
olmadigini gostermek icin kullanilir.

Kisaca, bir dilin duzenli olmadigini gostermek igin, OEY ile once
duzenli bir dil oldugu varsayilir. Ardindan Pumping lemmayi
saglayamadig gosterilerek bir ¢eliski ortaya konur. Boylece dilin
duzenli olmadigi ispatlanir.
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Pumping Lemma

L bir duzenli dil ise, L’nin bir p pumping uzunlugu vardir oyleki
L’nin en az p uzunlugundaki her bir kelimesi (Vw € L, |w| = p),
asagida verilen ug sarti saglayarak w = xyz seklinde ug¢ pargaya
ayrilabilir:

1 |yl >0,

2. |xy| <p,

3. heri = 0,icin xy'z de L’nin bir elemanidir.

3. sart soyle diistinilebilir: y'yi kag defa tekrar edersek edelim
(ne kadar sisirirsek sisirelim) xy ....y z ,yine L’nin bir elamanidir.
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Pumping Lemma Bir Dilin Duzenli Olmdigini Gostermek

Pumping Lemma ile bir dilin duzenli olmadigi gosterilirken
asagidaki asamalar izlenir:

|. Dilin duzenli oldugu var sayilir.

2. Bir p pumping uzunluguna sahip olmak zorundadir.
3. Bu dile ait p’'den daha uzun bir w kelimesi bulunur.
4.

w kelimesi [y| > 0 ve |xy| < p olacak sekilde w = xyz
seklinde ug¢ pargaya bolundur.

d

Bazi i'ler icin xy'z nin bu dilin elemani olmadig gosterilir.

Boylece Pumping lemmanin saglanmadigi gosterilmis olur, bu
)
ise dilin duzenli oldugu varsayimi ile ¢elisir.
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Pumping Lemma Ornegi |
or.L = {0™"1"|n = 1} dilinin diizenli olmadigini gosterelim.
Bu dil duzenli olsun ve p Pumping uzunluguna sahip olsun.
w = 0P1P € L kelimesini ele alalim. Bu kelime su sekildedir:
w = P 00“1 1’
> e p fane
PR
oy
X V z

i = 2 icin y? = 00 olur. Bu durumda xy?z

0..0001..1
‘_'_’LY_é‘ )
X y 7

olup p + 1 tane 0; p tane | den olustugundan L’nin bir elemani

@' Imaz.
10
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Pumping Lemma Ornegi 2
or.L = {vv|v € {0,1}"} dili duzenli degildir.
Bu dil duzenli olsun ve p Pumping uzunluguna sahip olsun.

w = 0P10P1 kelimesini ele alahim, agik¢a bu kelime p’den
uzundur ve su sekildedir:

w=0..010...01.
p tane p tane

Bu kelimeyi x = 0P~1,y = 0,z = 10P1 olacak sekilde ii¢ parcaya
ayiralim. Dikkat edin |xy| = |0P| < p ve |y| = 1 > 0 sartlari
saglaniyor.

i yine 2 olsun (yada herhangi bir pozitif sayi). Su halde xy?z

0..00010...01
X Yy Z
iki esit parcadan olusmadigi i¢in L’nin bir elemani degildir. Bu
gz=halde Pumping lemma saglanamadigi icin L diizenli degildir.
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Icerikten Bagimsiz Diller (Context-Free Languages)
L = {0™"1"|n = 1} dilinin dizenli olmadigini gordiik; bu yiizden
duzenli bir ifade ile yada bir sonlu otomata tarafindan taninamaz.

Bu tur dillerin taninmasi i¢in daha genis bir kavram olan igerikten
bagimsiz grammer (context-free grammar) kullanacagiz.

Grammerler Otomatalar
(dilleri i Turing
ureten rekursi - makinesi
yapilar) siralanabi Chomsky
dogrusa . . .
hassas sinirl Hiyerarsisi
icerikli tomata

icerikten
bagimsiz

duzenli

_ 12
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icerikten Bagimsiz Diller Ornegi

Palindromlar dilini dustnelim. Palindrom sondan yada bastan
okundugunda (soldan saga yada sagdan sola) okundugunda ayni
olan kelimelere denir, ornegin kucuk, radar..

Pumping lemma kullanilarak gorulebilecegi gibi bu dil duzensizdir.

Y = {0,1} alfabesi kullanilarak olusturulan palindromlarin (6rnegin
010,110011,11111..) dili asagidaki sekilde rekursif (yinelemeli)

olarak uretilebilir:
|. Temel: g, 0 ve 1 palindromdur.

2. Tumervarim: Her w palindromu igin Ow0 ve 1w1 de

palindrom olur.
Lya = {¢,0,1,060,1€1,000,101,010,111,0000,1001,0110,1111,

00000,10001,01010,11011,00100,10101,01110,11111, ...}

13
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Icerikten Bagimsiz Diller Ornegi

Bu palindromlar i¢erikten bagimsiz grammer kullanilarak bir dizi
kurallarla da olusturulabilir:

1

SN N

P— ¢
P—0
P—1

—

- Temel

—

P — 0PO
p_,1p1 | Tumevarim

llk ug kural temel’i olusturur. Bu kurallarda, oklarin sag tarafinda
bir degisken yoktur.

Sonraki iki kural timevarima denk gelir. Ornegin 4. kural
alacagimiz her bir w palindromu igcin Ow0 da bir palindrom
olacagini ortaya koyar.
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Grammerin Formal Gosterimi
Bir grammer 4-li siradir ve G = (V, %, R, S) ile gosterilir. Burada:
1. 'V degiskenler kuimesidir. (Non-terminaller de denir).

Z. X terminaller, yani degismezler kumesidir (alfabenin elemanlari
tarafindan olusturulur).

3. R turetim kurallari kumesidir. Degiskenlerden nasil kelimeler
turetilecegini orataya koyan kurallardir. R'deki kurallar

A—Dw
formundadir. Burada A € V,w € (V U X)*.
or.P — 0
P degiskeni 0’1 bir veya birden fazla adiimda turetebilir.

4. S baslangi¢ degiskenidir. Her zaman |. kuralda okun sol
tarafinda yer alir.

Not. V ve X ayrik kiimelerdir:V N X = @.

®
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Grammerin Formal Gosterimi

Bu sekilde gosterilen G igerikten bagimsiz grammeri ile
olusturulan dile icerikten bagimsiz dil denir. Formal olarak su
sekilde gosterilir:

L(G)={weE XS5 wl
Not |.Burada w € X* oldugundan, uretilen kelimeler
terminallerden olusur, icinde degisken olmaz!

Not 2.S = w, w kelimesine baslangi¢ degiskeninden sifir, bir
yada bir kag turetim adimi ile ulasilabilecegini gosterir.

or.G = (V,%,R,S) grammeri igin

V ={5},Z ={0,1}, S baslangi¢ degiskeni olsun ve R soyle olsun:
S — 051
S — 01

®
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//\ Bu agacin yapraklarindan olusan 00001111
kelimesi bu grammer tarafindan uretilmis bir
0 ﬂs\l kelimedir. Bu agaca turetim agaci (parse tree)
denir. (Turetim agaci asagidaki sekilde de
0o S 1  gosterilebilir.)

ﬂ\ or.G = ({S},{a,b},R,S) ve R kurallar::
0o 9 S — aSh
S —S5S
01 S — ¢

gibi olsun. Not burada kurallar

S — aSb|SS|¢
seklinde daha kisa olarak da verilebilir.
gw Bu grammerin urettigi kelimeler
abab, aaabbb, aababab gibi kelimelerdir.

01 111
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Burada a harfini sol paranetez (‘(’ ), b harfini sag parantez (‘)’ ),
olarak dusunursek, bu grammerin urettigi dilin aslinda duzgun
olarak ic ice gegmis parentezler dili oldugunu goruruz.

or.G = ({5},{0,1},R,S) ve R kurallari
S — 15| 040S | ¢
A — 1A|e

grammeri cift sayida 0 iceren kelimerlerin dilini tiretir. Ornegin
101011 kelimesi su sekilde uretilebilir.

S\
{ S Not: Dikkat edin, burada
O/}I\O\ yalnizca degiskenler (A, S) den
\ \ tireme vyapilir: terminaller
{1
‘? (0,1) tiremez.Ve sonug
[SA D o
S kelimesi yalnizca terminalleri
(|€ icerir.
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Neden ‘Icerikten Bagimsiz’ Diyoruz?

Icerikten bagimsiz dillerde tiiretim kurallarinin sol tarafinda
yalnizca bir tane degisken bulunur. Ornegin:
A—b

yani hig bir sart aramaksizin A degiskenin oldugu yeri b ile
degistirebiliriz. Sonucta bu durumda kelimenin iceriginden
bagimsizdir.

Fakat soyle kurallarimiz olsayd:
Ac — b
BA — ¢

A degiskenini degistirmek igin, A'nin sagina ve soluna bakmamiz
gerekirde degistirmeden once.Yani 6rnegin ancak A'dan sonra c
terminali gelmek kosuluyla A yerine b yazabiliriz. Su halde
kelimenin icerigine bagimhyiz.
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En Sol ve En Sag Turetim (Leftmost and Rightmost Derivations)

Eger bir kelime turetiminde, her bir adimda kelimenin icindeki
degiskenlerden en solda olan degisken degistiriliyorsa bu
turetime en sol turetim, en sagda bulunan degisken
degistiriliyorsa bu turetime en sag turetim denir.

or.G = ({4,B,5},{0,1}, R.S) ve R kurallari

1. S — AB

2.A — aaA

3.A— ¢

4.B — Bb

5B —> ¢
yukaridaki sekilde numaralandiriimis olarak verilsin. Bu
grammerden aab kelimesi en sol ve en sag turetimle iki sekilde

turetilebilir:
s AB 5 aaAB 3, aaB & aaBb S qab

S 1, AB i ABb % aaABb - aaAb 3 aab

20
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